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Аннотация

В работе рассматривается экспоненциальная многоканальная система
массового обслуживания с повторными вызовами. На примере двухканаль-
ной системы массовой обслуживания рассматривается метод нахождения
производящих функций стационарных вероятностей состояний системы. Он
состоит в сведении системы дифференциальных уравнений относительно
производящих функций к однородному дифференциальному уравнению
второго порядка с переменными коэффициентами, имеющего вид уравне-
ния Гаусса. Решение этого уравнения известно в виде гипергеометрических
функций.
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1. Введение

Системы массового обслуживания (СМО) с повторными вызовами являются
адекватными моделями распределенных компьютерных и телекоммуникацион-
ных систем. В случае одноканальных СМО с повторными вызовами задача
нахождения производящих функций стационарных вероятностей, как правило,
сводится к решению некоторых дифференциальных уравнений первого порядка.
В случае многоканальных СМО с повторными вызовами задача усложняется,
приходится иметь дело с дифференциальными уравнения более высоких по-
рядков, что существенно усложняет ее решение. В данной работе на примере
двухканальной системы массового обслуживания рассматривается способ реше-
ния задачи нахождения производящих функций путем сведения ее к решению
однородного дифференциального уравнения Гаусса.
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2. Рассматриваемая система массового обслуживания

Многоканальная экспоненциальная система массового обслуживания с по-
вторными вызовами, как модель коммуникационной системы, была предложена в
работе [1]. Рассматривается СМО M/M/N с повторными вызовами. СМО состоит
из N обслуживающих приборов на каждом из которых заявки обслуживаются
случайное время, распределенное по экспоненциальному закону с параметром
µ. В СМО поступают в случайные промежутки времени заявки (вызовы), обра-
зующие пуассоновский поток с параметром λ. Если при этом обнаруживается
свободный прибор (один из N), то заявка поступает на любой свободный прибор
для обслуживания. После завершения обслуживания заявка покидает систему.
Если все приборы заняты, то заявка не теряется, а поступает на обслуживание
через случайное время, распределенное по экспоненциальному закону с пара-
метром ν. Такие заявки называются повторными. Повторные заявки поступают
на обслуживание до тех пор, пока не будут обслужены. Одной из основных
характеристик такой СМО является стационарное распределение вероятностей
состояний системы:

pk(n) = lim
t→∞

P{k(t), n(t)}, k = 0, N, n = 0,∞, (1)

где k(t)-число занятых приборов, а n(t) – число повторных вызовов в СМО в
момент времени t. Случайный процесс (k(t), n(t)) является марковским и для
него не составляет труда составить уравнения стохастического равновесия и
соответствующие уравнения для их производящих функций.

Pk(x) =

∞∑
n=0

pk(n)x
n, k = 0, N, |x| < 1. (2)

В случае произвольного числа приборов обслуживания N, решение задачи
нахождения производящих функций стационарных вероятностей Pk(x), k = 0, N
вызывает большую математическую трудность, т.к. задача сводится к решению
однородного дифференциального уравнения N порядка (N- число каналов) с
переменными коэффициентами и особой иррегулярной точкой в нуле. Численные
методы нахождения стационарных вероятностей данной системы были развиты
в работе [2].

3. Пример решение задачи для случая двухлинейной системы

В случае, когда N = 2 стационарные вероятности (1) были получены в [3]. В
работе [4] эти стационарные вероятности путем математических преобразований
были преобразованы в производящие функции. В данной работе предлагается

144



И.И. Хомичков
Двухканальная система с повторными вызовами

DCCN 2025
22-26 September 2025

непосредственный метод нахождения производящих функций стационарных
вероятностей системы.

Из уравнения стохастического равновесия для стационарных вероятностей
состояний СМО следует следующая система дифференциальных уравнений
относительно производящих функций Pk(x), k = 0, 2:

νP ′
0(x) = −λP0(x) + µP1(x)

νP ′
1(x) = −λP1(x) + (λ− λx+ 2µ)P2(x)

νP ′
0(x) + νP1(x) = λP2(x)

(3)

Исключая из этой системы функции P1(x), P2(x), получим дифференциаль-
ное уравнение второго порядка с переменными коэффициентами относительно
производящей функции P0(x):

x

(
λx

2µ
− 1

)
P ′′
0 (x)+

(
(2λ+ ν + µ)λ

2µν
x− 3λ+ 2ν + 2µ

2ν

)
P ′
0(x)+

λ3

2µν2
P0(x) = 0, |x| < 1.

(4)
По условию стационарности системы λ

2µ < 1, [3], это дифференциальное
уравнение имеет только одну особую точку х = 0 на интервале |x| < 1.

После замены P0(x) = W (z), где x = z 2µ
λ это уравнение сводится к уравнению

вида:

z(z − 1)W ′′(z) + (−γ + (1 + α+ β)z)W ′(z) + αβW (z) = 0, (5)

где

α =
2λ+ µ−

√
µ2 + 4λµ

2ν
, β =

2λ+ µ+
√
µ2 + 4λµ

2ν
, γ =

3λ+ 2ν + 2µ

2ν
. (6)

Это уравнение Гаусса [5]. В окрестности точки z=0 уравнение (5) имеет два
независимых решения:

W1(z) = F (α, β, γ, z), (7)

W2(z) = z1−γF (α+ 1− γ, β + 1− γ, 2− γ, z), (8)

где F (α, β, γ, z)-гипергеометрическая функция [5], которая является анали-
тической в круге |z| < 1 комплексной плоскости. Таким образом для искомой
производящей функции P0(x) имеем два независимых решения:

1) P0(x) = F (α, β, γ, λ
2µx),
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2) P0(x) = ( λ
2µx)

− 3λ+2µ
2ν F (α+ 1− γ, β + 1− γ, 2− γ, λ

2µx)
Очевидно, производящая функция P0(x) при х=0 принимает конечное значе-

ние P0(0) = p0(0), поэтому второе решение нам не подходит, так как в х=0 оно
не ограничено. Окончательно имеем единственное решение уравнения (4)

P0(x) = C · F
(
α, β, γ,

λ

2µ
x

)
, (9)

где С-произвольная константа.
Далее, функции P1(x), P2(x) находятся из системы дифференциальных урав-

нений (3), а произвольная константа C находится из условия нормировки:

P0(1) + P1(1) + P2(1) = 1 (10)

4. Заключение

В данной работе на примере двухканальной системы массового обслуживания
с повторными вызовами предложен метод, по которому нахождение произво-
дящих функций стационарных вероятностей систем с повторными вызовами
сводится к решению соответствующих дифференциальных уравнений с особенно-
стями в нуле. Эта особенность позволяет из множества решений выбрать только
единственное решение.
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