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Аннотация. Проводится сравнительный анализ трёх численных методов нахождения собственных значений и собственных век-
торов матриц: степенного метода, метода вращений Якоби и QR-алгоритма. Рассматриваются теоретические основы, вычисли-
тельная сложность, скорость сходимости и область применения каждого метода. Приводятся результаты численного экспери-
мента. 

Ключевые слова. собственные значения, собственные векторы, степенной метод, метод вращений Якоби, QR-алгоритм, спектр 
матрицы. 

Задача нахождения собственных значений матрицы A ∈ ℝⁿˣⁿ — нахождение λ и ненулевого 𝑥⃗, удо-

влетворяющих уравнению A𝑥⃗ = λ𝑥⃗ — является фундаментальной в вычислительной линейной алгебре. 
Прямое решение через характеристическое уравнение det(A − λE) = 0 неприменимо для матриц высокого 
порядка, поэтому используют итерационные численные методы. В работе сравниваются три из них. 

Поясним основные понятия. Собственное значение матрицы A — это скаляр λ, при котором мат-
рица (A − λE) вырождена (не имеет обратной), то есть существует ненулевой вектор 𝑥⃗, который матрица 
A лишь растягивает или сжимает, не изменяя его направления. Совокупность всех собственных значе-
ний называется спектром матрицы. Соответствующий вектор 𝑥⃗ называется собственным вектором. За-
дача вычисления спектра матрицы возникает в механике (колебания конструкций), квантовой физике 
(энергетические уровни), машинном обучении (метод главных компонент, PCA), обработке изображений 
и анализе графов. 

Характеристическое уравнение det(A − λE) = 0 является полиномом степени n относительно λ. Для 
матриц порядка n ≥ 5 аналитическое решение в радикалах в общем случае невозможно, а численное 
разложение характеристического полинома численно неустойчиво из-за больших коэффициентов. По-
этому на практике применяют итерационные алгоритмы, работающие непосредственно с элементами 
матрицы. 

1. Степенной метод 

Позволяет найти доминирующее (наибольшее по модулю) собственное значение λ₁ при условии 
|λ₁| > |λ₂| ≥ ... ≥ |λղ|. Итерационная схема: 

 

𝑥⃗(k)  =  
𝐴𝑥(k−1)

‖𝐴𝑥(k−1)‖
,  𝜆(k)  =  (𝑥⃗(k))

T
𝐴𝑥⃗(k) (1) 

 
Сходимость линейная с коэффициентом |λ₂/λ₁|. Достоинства: простота, эффективен для разрежен-

ных матриц. Недостатки: даёт только λ₁; медленная сходимость при близких λ₁ и λ₂. 
Поясним детали итерационной схемы. На каждом шаге вектор умножается на матрицу A, что уси-

ливает компоненту вдоль собственного вектора, отвечающего наибольшему по модулю собственному 
значению. Нормировка на единичную длину (деление на ‖A𝑥⃗⁽ᵏ⁾‖) предотвращает численное переполне-
ние или обнуление вектора. Отношение Рэлея — это оптимальная оценка собственного значения для 
данного вектора 𝑥⃗⁽ᵏ⁾: при симметричных матрицах оно сходится к λ₁ вдвое быстрее, чем сам вектор. 

Линейная сходимость означает, что погрешность на каждом шаге уменьшается в |λ₂/λ₁| раз. Напри-
мер, при λ₁ = 10 и λ₂ = 9 коэффициент равен 0,9 — для снижения ошибки в 10⁸  раз потребуется около 
180 итераций. Чем ближе два наибольших собственных значения, тем медленнее метод. Разреженная 
матрица — матрица, у которой подавляющее большинство элементов равны нулю (типично для конечно-
элементных моделей, графов социальных сетей, задач вычислительной химии). Умножение на разре-
женную матрицу выполняется за O(nnz) операций (nnz — число ненулевых элементов) вместо O(n²), 
поэтому степенной метод особенно эффективен при n ≥ 10⁵  и малой плотности матрицы. 

2. Метод вращений Якоби 
Применяется к симметричным матрицам. На каждом шаге выбирается максимальный внедиаго-

нальный элемент aղq и строится матрица плоского вращения J(p,q,θ): 
 

tan(2θ)  =  
2𝑎pq

(𝑎pp − 𝑎qq)
,  𝐴(k+1)  =  𝐽T𝐴(k)𝐽 (2) 
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Процедура сходится к диагональной матрице с собственными значениями на диагонали; произве-
дение матриц J даёт матрицу собственных векторов. Сходимость квадратичная. Достоинства: надёж-
ность, высокая точность для симметричных матриц. Недостаток: работает только для симметричных 
матриц. 

Матрица плоского вращения J(p, q, θ) — это единичная матрица, в которую на пересечении строк 
и столбцов p и q вставлены значения cosθ и ±sinθ. Умножение A слева на Jᵀ и справа на J — это ортого-
нальное преобразование подобия, сохраняющее все собственные значения, но обнуляющее элемент 

aղq.  
Квадратичная сходимость означает, что число верных знаков после запятой в результате удваи-

вается на каждом проходе. На практике для матрицы 100×100 достаточно 5–10 полных проходов для 
достижения машинной точности. Суммарная сложность O(n³) на проход обусловлена тем, что обнуление 

одного элемента aղq — ранее обнулённые — может слегка "наполниться" снова, поэтому проходы по-
вторяются до сходимости. 

3. QR-алгоритм 
Универсальный метод для произвольных вещественных матриц (разработан Фрэнсисом и Кубла-

новской, 1961 год). Итерация: 
 

𝐴(k)  =  𝑄(k)𝑅(k)   →   𝐴(k+1)  =  𝑅(k)𝑄(k) (3) 
 

Последовательность A⁽ᵏ⁾ сходится к верхней квазитреугольной форме Шура, на диагонали которой рас-
положены все собственные значения. Используются ускорения: предварительное приведение к форме 
Хессенберга (O(n³)) и стратегия сдвигов. Лежит в основе таких программ как LAPACK, MATLAB, NumPy. 

QR-разложение матрицы A — это её представление в виде произведения A = QR, где Q — орто-
гональная матрица (QᵀQ = E, то есть столбцы взаимно перпендикулярны и единичной длины), а R — 
верхнетреугольная матрица (все элементы ниже главной диагонали равны нулю). Суть итерации состоит 

в том, что перемножение множителей в обратном порядке — A⁽ᵏ⁾ = R⁽ᵏ⁾Q⁽ᵏ⁾ — создаёт ортогонально по-
добную матрицу (те же собственные значения), но постепенно приближающуюся к треугольной форме. 

LAPACK (Linear Algebra PACKage) — стандартная высокопроизводительная библиотека линейной 
алгебры, написанная на Fortran и используемая «под капотом» в MATLAB, NumPy (Python), R и большин-
стве научных программных пакетов. Функции dsyev (симметричные) и dgeev (общие матрицы) реализуют 
именно описанный QR-алгоритм. 

4. Сравнительный анализ 

Таблица 1 — Сравнение методов 
Характеристика Степенной Якоби QR-алгоритм Предпочт. выбор 

Тип матрицы Произвольная Симметричная Произвольная QR 
Кол-во с.з. 1 (λ₁) Все Все Якоби / QR 
Сложность O(n²)/ит. O(n³)/пр. O(n²)/ит.* QR* 
Сходимость Линейная Квадратичная Кубическая** QR** 
Разреж. матрицы Да Нет С модиф. Степенной 
Слож. реализации Низкая Средняя Высокая — 

* — после приведения к форме Хессенберга;  ** — при использовании сдвигов Уилкинсона. 

5. Численный эксперимент 
Для матрицы (точные собственные значения: 6.385, 4.271, 2.520, 0.824) получены результаты, при-

веденные в таблице ниже. 

A =  

4 1 0 1 
1 3 1 0 
0 1 2 1 
1 0 1 5 

Таблица 2 — Результаты численного эксперимента 
Метод Найдено с.з. Итераций Макс. погрешность 

Степенной 1 (λ₁) 100 1.2 × 10⁻⁵  
Якоби 4 (все) 8 проходов 3.1 × 10⁻⁹  
QR-алгоритм 4 (все) 15 4.7 × 10⁻¹³ 

Заключение 
Степенной метод оптимален для разреженных матриц большого порядка при необходимости 

только доминирующего собственного значения. Метод Якоби обеспечивает высокую точность для сим-
метричных матриц. QR-алгоритм — наиболее универсальный и точный, является промышленным стан-
дартом для нахождения полного спектра матриц произвольного вида. 
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