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Аннотация. В работе рассматриваются математические основы теории катастроф – раздела современной математики, 
изучающего скачкообразные изменения в динамических системах. Проведен анализ условий вырождения гладких потенциалов, 
классификация элементарных катастроф по Р. Тому. В качестве прикладного примера предложена модель информационного 
пузыря на базе катастрофы типа «сборка» (cusp), демонстрирующая эффекты гистерезиса и внезапного коллапса общественного 
доверия. 
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Введение. Теория катастроф представляет собой междисциплинарное направление, 
исследующее качественные (скачкообразные) изменения в поведении динамических систем при 
плавном изменении внешних параметров. Основоположником теории считается французский математик 
Рене Том, разработавший её основы в 1960–70-х годах. Дальнейшее развитие аппарат получил в 
работах Кристофера Зимана, который активно применял его в биологии и социологии. 

С математической точки зрения, теория катастроф находится на стыке трех фундаментальных 
областей: 

– Вариационное исчисление (поиск экстремумов функционалов и стационарных точек 
потенциала); 
– Теория бифуркаций (изучение качественных изменений фазовых портретов систем 

дифференциальных уравнений); 
– Теория особенностей (классификация вырожденных критических точек гладких отображений, 

развитая Хасслером Уитни). 
Цель данной работы – формализация математического аппарата теории катастроф: анализ 

условий, при которых гладкая зависимость равновесных состояний системы от параметров сменяется 
скачкообразным переходом, а также построение интерпретируемой модели информационных 
процессов. 

2. Постановка задачи: Потенциал и понятие равновесия. Рассмотрим динамическую систему, 
поведение которой определяется одной внутренней переменной состояния 𝑥 ∈ ℝ  и вектором 

управляющих параметров 𝐚 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘) ∈ ℝ
𝑘. 

Определение 1. Система подчиняется градиентной динамике, стремящейся к минимуму гладкого 

потенциала 𝑉(𝑥, 𝐚): ℝ𝑘+1 → ℝ. 
Определение 2. Точки равновесия системы являются стационарными точками потенциала, то есть 

удовлетворяют уравнению: 
 

∂𝑉

∂𝑥
(𝑥, 𝐚) = 0. (1) 

 

Уравнение (1) задает в пространстве ℝ𝑘+1  (координаты 𝑥  и параметры 𝐚 ) так 
называемую поверхность равновесия. Теория катастроф исследует, как топология (связность, наличие 
складок) этой поверхности зависит от изменения параметров управления. 

3. Методология: Условия гладкости и критерий вырождения. Для анализа устойчивости 

решений введем функцию невязки 𝐹(𝑥, 𝐚) =
∂𝑉

∂𝑥
(𝑥, 𝐚). Тогда условие равновесия принимает вид: 𝐹(𝑥, 𝐚) =

0. 
3.1. Регулярный случай (Теорема о неявной функции) 

Пусть в точке (𝑥0
, 𝐚0)  выполнено 𝐹(𝑥0, 𝐚0) = 0 . Если в этой точке 

∂𝐹

∂𝑥
(𝑥0, 𝐚0) ≠ 0  (что 

эквивалентно 
∂2𝑉

∂𝑥2
≠ 0), то применима теорема о неявной функции. 

Следствие: существует единственная гладкая функция 𝑥 = 𝜑(𝐚) , описывающая равновесное 
состояние. Равновесие является устойчивым (строгий локальный минимум потенциала) и меняется 
непрерывно при малых изменениях a. 

3.2. Особый случай: Условие катастрофы 
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Катастрофа (скачок) возникает при нарушении условий теоремы о неявной функции, когда 
происходит вырождение второй производной. Это задается системой уравнений: 

 

{

𝐹(𝑥, 𝐚) = 0,
∂𝐹

∂𝑥
(𝑥, 𝐚) = 0

 

 
что эквивалентно условию вырождения гессиана: 
 

∂2𝑉

∂𝑥2
(𝑥, 𝐚) = 0. (2) 

 
Точки, удовлетворяющие одновременно (1) и (2), называются точками вырождения (или точками 

бифуркации). В этих точках: 
—происходит слияние устойчивой и неустойчивой ветвей равновесия; 

—производная 
∂𝑥

∂𝐚
 терпит разрыв (стремится к бесконечности), что физически означает скачок; 

—минимум потенциала сменяется точкой перегиба, и система теряет устойчивость. 
4. Классификация особенностей. Дальнейший анализ базируется на переходе к методам 

топологии. Теория катастроф изучает структуру критических точек отображения сдвига 𝐹:ℝ𝑘+1 → ℝ. Рене 
Том, используя аппарат теории особенностей Уитни, сформулировал фундаментальный результат о 
классификации. 

Теорема 2 (классификация элементарных катастроф Тома). Для градиентных систем с числом 
параметров управления 𝑘 ≤ 4  существует конечное число топологических типов бифуркаций. Тип 
катастрофы определяется членами старшего порядка разложения потенциала в ряд Тейлора. 

Ниже приведен обзор основных типов элементарных катастроф (См. Рисунок 1): 
 

 
 

Рисунок 1 – Типы элементарных катастроф 
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– Складка. Требует 1 параметр управления. Потенциал: 
 

𝑉 = 𝑥3 + 𝑎1𝑥. (3) 
 

Простейший механизм исчезновения устойчивого состояния. Система просто "сваливается" при 
достижении предела. 

– Сборка. Требует 2 параметра (𝑎1, 𝑎2). Потенциал: 
 

𝑉 = 𝑥4 + 𝑎1𝑥
2 + 𝑎2𝑥. (4) 

 
Характеризуется наличием области бистабильности, где возможны два устойчивых состояния 

(гистерезис) и "клюв" (бифуркационное множество), ограничивающий эту область. 
– Ласточкин хвост. Требует 3 параметра. Потенциал: 
 

𝑉 = 𝑥5 + 𝑎1𝑥
3 + 𝑎2𝑥

2 + 𝑎3𝑥. (5) 
 

Поверхность равновесия образует характерный изгиб, ограничивающий область параметров, где 
система демонстрирует наиболее сложное нестабильное поведение и множественные точки перегиба. 

– Бабочка. Требует 4 параметра. В рамках этой катастрофы при изменении дополнительного 
"сдерживающего" фактора в центре складки может возникать "карман" – третий устойчивый минимум. В 
социальных науках это интерпретируется как возникновение компромиссного (центристского) мнения в 
сильно поляризованной среде (бистабильной системе). 

5. Прикладная модель: Динамика информационного пузыря 
Рассмотрим модель коллективного доверия к информации, построенную на базе катастрофы 
типа «сборка». Данная модель позволяет описать, как устойчивое общественное мнение 
(информационный пузырь) может внезапно разрушиться под давлением фактов. 

5.1. Формализация модели 

– Переменная состояния 𝑥: уровень доверия к некоторой информации или теории (может принимать как 
положительные, так и отрицательные значения относительно нейтральной точки). 
– Управляющий параметр 𝜆1 (конформизм): коэффициент социального давления, склонность индивида 
разделять мнение большинства. Положительные значения 𝜆1  способствуют поддержанию статус-кво. 

– Управляющий параметр 𝜆2 (критическая информация): поток фактов, опровергающих доминирующую 
теорию. 

Потенциал модели, описывающий "энергию" общественного мнения, задается уравнением: 
 

𝑈(𝑥) =
1

4
𝑥4 +

1

2
𝜆1𝑥

2 + 𝜆2𝑥. (6) 

 
5.2. Интерпретация геометрии модели 

 

 
 

Рисунок 2 – Поверхность равновесия для катастрофы типа «сборка» 
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Поверхность задаётся уравнением: 
 

∂𝑈

∂𝑥
= 𝑥3 + 𝜆1𝑥 + 𝜆2 = 0. (7) 

 
Описание поверхности равновесия: 
1. Оранжевая поверхность отображает все равновесные состояния. В области складки 

сосуществуют два устойчивых листа: верхний (вера в пузырь) и нижний (скепсис). 
2. Красная линия («клюв») – бифуркационное множество на плоскости параметров. Она 

показывает границы, за которыми «пузырь» лопается. 
3. Чёрная точка (касп) – начало координат, точка зарождения кризиса, где система максимально 

чувствительна к любым флуктуациям. 
5.3. Динамические эффекты 
– Катастрофа скачка. Когда критической информации (𝜆2) становится слишком много, система 

достигает края оранжевой поверхности и мгновенно «падает» на нижний лист. Это объясняет 
внезапность краха даже самых устойчивых информационных структур. 

– Эффект гистерезиса. После падения возвращение параметров к исходным значениям не 
вернёт доверие автоматически. Чтобы «раздуть» пузырь заново, требуется совершить гораздо больший 
путь в пространстве параметров, чем тот, что привёл к краху. 

Заключение. В ходе выполненной работы был проведен системный анализ математических основ 
теории катастроф как инструмента исследования скачкообразных изменений в динамических системах. 
Рассмотрены фундаментальные понятия потенциала, поверхности равновесия и условий вырождения, 
приводящих к потере устойчивости. Показано, что катастрофа возникает в точках нарушения условий 
теоремы о неявной функции, когда вторая производная потенциала обращается в нуль, что приводит к 
слиянию устойчивых и неустойчивых ветвей равновесия. 

Особое внимание уделено классификации элементарных катастроф Р. Тома, демонстрирующей, 
что при ограниченном числе параметров управления ( 𝑘 ≤ 4 ) существует конечное множество 
топологических типов бифуркаций, каждый из которых описывается канонической формой потенциала. 

Практическая значимость работы реализована через построение прикладной модели 
информационного пузыря на базе катастрофы типа «сборка». Модель наглядно иллюстрирует два 
ключевых эффекта: 

внезапность коллапса общественного доверия при достижении критического объема 
противоречащей информации; 

гистерезис – необратимость изменений и асимметрию между разрушением и восстановлением 
доверия, требующим значительно больших усилий. 

Разработанные в среде Wolfram Mathematica визуализации поверхности равновесия, 
бифуркационного множества и потенциальных функций подтверждают теоретические положения и 
позволяют наблюдать качественные переходы в системе при плавном изменении параметров. 

Таким образом, теория катастроф предоставляет строгий математический аппарат для описания 
явлений, где плавные изменения параметров приводят к резким, скачкообразным трансформациям 
состояния системы, что открывает широкие перспективы для междисциплинарных применений – от 
физики и биологии до экономики и социологии. 
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