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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ГРАВИТАЦИОННОЙ
ЗАДАЧИ

Реализована симуляция системы Солнце–Земля–Луна на C++ симплектическим методом Верле [4]. Верификация
на двухтелесной задаче даёт дрейф энергии |∆E/E0| = 1,17 · 10−6. Трёхтелесная симуляция за 10 лет показывает
стабильный дрейф в диапазоне 4,44–4,53 · 10−10 без нарастающего тренда, что свидетельствует о численной
устойчивости метода на длительном интервале моделирования.

Введение
Задача трёх и более гравитирующих тел не име-

ет аналитического решения в общем случае [1], что
делает компьютерное моделирование основным ин-
струментом исследования динамики таких систем.
Именно методами численного моделирования были
установлены хаотичность орбиты Меркурия и устой-
чивость пояса астероидов Юпитера [1]. Корректность
симуляции на больших временных интервалах опре-
деляется выбором численного интегратора. Метод
Эйлера первого порядка использует ускорение лишь
из начала шага, что делает схему несимметричной по
времени и приводит к систематическому росту пол-
ной энергии системы. Симплектические интеграторы,
в отличие от метода Эйлера, сохраняют модифициро-
ванную энергию системы на произвольном интервале
времени [2]. Цель работы — реализовать на C++ симу-
ляцию системы Солнце–Земля–Луна методом Верле
и исследовать численную устойчивость интегратора
на длительном интервале.

I. Метод и реализация
Для системы N тел ускорение i-го тела опреде-

ляется суммой попарных гравитационных взаимодей-
ствий [3]:

r̈i =
∑
j ̸=i

Gmj (rj − ri)

|rj − ri|3
. (1)
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Относительный дрейф |∆E/E0| = |E(t) −
E(0)|/|E(0)| служит численным критерием качества
интегратора.

Интегрирование выполняется симплектическим
методом Верле второго порядка [3]. Схема включает
два шага: обновление положения с учётом текущего
ускорения:

r(t+dt) = r(t) + v(t) dt+ 1
2a(t) dt

2, (3)

и обновление скорости по среднему ускорений на
концах шага:

v(t+dt) = v(t) + 1
2

[
a(t) + a(t+dt)

]
dt. (4)

Усреднение в (4) обеспечивает обратимость схе-
мы по времени и симплектичность [2]; ускорения

пересчитываются дважды за шаг — до и после обнов-
ления позиций по (3). Алгоритм перебирает все пары
(i, j), i < j, обновляя ускорение обоих тел за одну
итерацию по третьему закону Ньютона; сложность —
O(N2) на шаг. Полная реализация на C++ доступна
в [4].

II. Результаты

Верификация метода (2 тела). На системе
Земля–Луна (r0 = 3,844·108 м) аналитический пери-
од по третьему закону Кеплера:

TL = 2π
√
r30/[G(m⊕ +mL)] = 27,285 сут (5)

отличается от реального (27,322 сут) на 0,13%. При
dt = 3600 с метод Верле даёт |∆E/E0| = 1,17 · 10−6,
метод Эйлера — 1,36 ·10−4 (хуже в 116 раз). Получен-
ные значения дрейфа демонстрируют квадратичное
уменьшение при уменьшении шага интегрирования
(табл. 1).

Таблица 1 – Дрейф энергии метода Верле (2 тела)
dt, с |∆E/E0|
7200 4,66 · 10−6

3600 1,17 · 10−6

1800 2,94 · 10−7

900 7,34 · 10−8

Симуляция Солнце–Земля–Луна (3 тела). Си-
стема моделировалась 10 лет (87 600 шагов, dt =
3600 с). Аналитический период Земли вокруг Солнца:

T⊕ = 2π
√
r3⊕/[G(M⊙ +m⊕)] = 365,21 сут, (6)

что отличается от реального (365,25 сут) на 0,01%.
Дрейф полной энергии (2) по годам приведён

в табл. 2. Значения стабильны в диапазоне 4,44–
4,53 · 10−10 без нарастающего тренда, что свидетель-
ствует о численной устойчивости метода на интервале
моделирования. Следует отметить, что прямое сопо-
ставление дрейфа в двух- и трёхтелесной постановках
требует осторожности: величина |∆E/E0| зависит от
энергетического масштаба системы и начальных усло-
вий. В обоих случаях метод демонстрирует хорошее
сохранение энергии (2).
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Таблица 2 – Дрейф энергии и среднее расстояние
Земля–Луна по годам (3 тела)
Год |∆E/E0| r̄EM , км

1 4,46 · 10−10 377 300
2 4,49 · 10−10 377 561
3 4,53 · 10−10 377 242
4 4,52 · 10−10 377 462
5 4,45 · 10−10 377 477
6 4,51 · 10−10 377 224
7 4,52 · 10−10 377 496
8 4,47 · 10−10 377 388
9 4,49 · 10−10 377 245
10 4,44 · 10−10 377 604

Среднее расстояние Земля–Луна по модели —
377 400 км против реального 384 400 км (отклонение
1,8%). Расхождение объясняется тем, что начальные
орбиты заданы круговыми, тогда как реальные — эл-
липтические (eL = 0,055).

III. Обсуждение

Модель использует ряд упрощений: движение
ограничено двумя измерениями, начальные орбиты
круговые, не учитываются возмущения со стороны
других планет [1]. Поэтому полученные результаты
следует интерпретировать как проверку численной
устойчивости интегратора на упрощённой небесно-
механической системе, а не как высокоточную астро-
номическую модель.

Тем не менее симплектические методы демон-
стрируют свойства, необходимые для реальных аст-
рофизических расчётов: они реализованы в специ-

ализированных пакетах моделирования планетных
систем, таких как REBOUND и GROMACS [2]. Даль-
нейшее развитие работы может включать переход к
трёхмерной постановке, использование реалистич-
ных начальных орбитальных элементов и применение
алгоритма Барнса–Хата со сложностью O(N logN),
что открывает возможность моделирования звёздных
скоплений и галактик.

Заключение
Верификация на двухтелесной задаче подтвер-

ждает корректность метода Верле: орбитальный пери-
од воспроизводится с точностью 0,13%, дрейф энер-
гии в 116 раз ниже, чем у метода Эйлера. Трёхте-
лесная симуляция системы Солнце–Земля–Луна за
10 лет показывает стабильный дрейф 4,44–4,53·10−10

без нарастающего тренда, что свидетельствует о чис-
ленной устойчивости симплектического интегратора
на длительном интервале моделирования. Примене-
ние симплектических методов является необходимым
условием физически достоверного долгосрочного мо-
делирования гравитационных систем [2].
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