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ВВЕДЕНИЕ 

 

С развитием информационных технологий и их стремительно возрастаю-

щей ролью во всех сферах деятельности человека постоянно растет и актуаль-

ность надежного шифрования информации, устойчивого ко всевозможным ата-

кам. При подготовке специалистов в области информационной безопасности 

крайне важно заложить математический фундамент современных криптографи-

ческих систем, поскольку именно он позволяет понимать оптимальные условия 

применения криптосистем, а также их уязвимости и способы свести эти уязви-

мости к минимуму. Кроме того, постоянно возрастает потребность в разработке 

новых методов шифрования, а такая разработка невозможна без свободного вла-

дения основополагающими принципами шифрования и кодирования, которые 

базируются на понятиях таких математических дисциплин, как основы теории 

групп, модулярная алгебра и ряд разделов абстрактной алгебры. Каждая из пере-

численных дисциплин включает в себя значительный объем теоретического мате-

риала, достаточного сложного для изучения на нематематических специальностях.  

Целью настоящего пособия является предоставление основной информации 

по указанным разделам математики, необходимой при подготовке студентов 

БГУИР специальностей «Инженерно-педагогическая деятельность» и «Инфор-

мационная безопасность», а также предложение заданий, позволяющих закре-

пить приобретенные знания, развить навык их применения к практическим зада-

чам и уяснить связь математического аппарата с принципами шифрования в со-

временных криптосистемах.  

В соответствии с учебной программой дисциплины «Прикладная матема-

тика» данное пособие разделено на пять модулей, каждый из которых содержит 

краткие теоретические сведения по теме модуля, типовые задания с образцами 

решения, тест с ключами для самопроверки обучающихся, а также индивидуаль-

ные задания для лабораторных работ.  

В первом модуле рассматриваются основные вопросы теории чисел и моду-

лярной алгебры: делимость целых чисел, простые числа, сравнимость чисел по 

модулю и классы вычетов, а также операции над классами вычетов и решение 

сравнений и систем сравнений.  

Во втором модуле внимание уделяется основам теории групп. Изучающих 

дисциплину знакомят с определениями бинарной алгебраической операции, 

группы, подгруппы, смежных классов по подгруппе, циклических групп, приво-

дятся основные теоремы, отражающие их свойства. Приведены определения 

подстановки, цикла и транспозиции, их основные свойства и действия над ними.  

Третий модуль посвящен историческим и современным криптосистемам. 

Обзор многовековой истории шифрования включает в себя изложение принци-

пов шифра Цезаря, решетки Кардано, криптосистемы Тритемиуса, постолбцовой 

транспозиции и некоторых других шифров. Пошагово описываются этапы шиф-

рования и дешифрования при использовании современных криптосистем RSA и 

Эль-Гамаля.  



 

6 

В четвертом модуле рассматриваются понятия колец и идеалов колец, их 

свойства и конкретные примеры этих алгебраических структур. Особое внима-

ние уделяется кольцам полиномов, их корням и понятию приводимых и непри-

водимых полиномов.  

Пятый модуль направлен на ознакомление обучающихся с конечными по-

лями, их основными свойствами, структурой и способами построения, а также с 

простейшими вычислениями в конечных полях.  

Структура каждого модуля предполагает, что работа студента с данным по-

собием будет наиболее эффективной, если он будет последовательно переходить 

от одной части модуля к другой. Теоретическая часть включает в себя необходи-

мый минимум определений и теорем, почти в каждом случае сопровождающихся 

конкретным примером, достаточно наглядным и простым (при условии, что бу-

дут актуализированы знания дисциплин высшей математики, полученные при 

изучении линейной алгебры и теории многочленов). Далее приводится детали-

зированное решение типовых заданий лабораторных работ, которое опирается 

на информацию из теоретического раздела. Внимательное изучение образцов ре-

шений задач позволит обучающемуся самостоятельно выполнить все индивиду-

альные задания соответствующей лабораторной работы. Перед тем как перехо-

дить к этим заданиям, авторы рекомендуют проверить, насколько хорошо усво-

ены новые понятия, и закрепить навык работы с ними, пройдя тест по теме мо-

дуля. Каждый тест снабжен ключом.  

Пособие завершается двумя приложениями, которые содержат таблицы для 

криптографического шифрования алфавитов русского, белорусского и англий-

ского языка, а также список функций компьютерного пакета Wolfram 

Mathematica, рекомендованных для использования при выполнении лаборатор-

ных работ. 
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МОДУЛЬ № 1. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ ПО ТЕМЕ  

«ОСНОВЫ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ»1 

 

§ 1. Делимость целых чисел 

 

Определение 1.1. Множеством целых чисел, обозначаемым символом ℤ, 

называют множество ℤ = {0, ±1, ±2, ±3,…}.  

Очевидно, множество целых чисел замкнуто относительно операций сложе-

ния и умножения, т. е. сумма a b+ , разность a b− , произведение ab  двух целых 

чисел a  и b  являются числами целыми. Иначе обстоит дело с делением : ,
a

a b
b

=  

так как частное от деления :a b  далеко не всегда является целым (здесь 𝑎,  𝑏 ∈ ℤ, 
0b  ).   

В дальнейшем будем рассматривать только целые числа и обозначать их 

буквами латинского алфавита. 

Определение 1.2. Если частное от деления числа a на число b  есть целое 

число q, то этот факт обозначают :a b q=  или a bq=   и говорят « a  делится 

на b », « a  кратно b »  или «b  делит a », «b  – делитель числа a ».   

Тот факт, что целое число a  делится на целое число b , обозначают следую-

щим образом: a b . Если в упорядоченной паре целых чисел ( ),a b  b является 

делителем числа a, то говорят, что ( ),a b  принадлежит отношению2 делимости, 

а знак  – знак отношения делимости. 

Лемма 1.1 (транзитивность отношения делимости). Если a  кратно c , c  

кратно b , то a  кратно b .  

Леммa 1.2. Пусть есть равенство 1 2 1 2... ...m na a a b b b+ + + = + + +  и относи-

тельно произвольных 1m n+ −  слагаемых известно, что они кратны c . Тогда и 

оставшееся (m n+ )-е слагаемое кратно c .   

Иными словами, если каждое слагаемое кратно c, то и сумма кратна c. 

Теорема 1.1 (о делении с остатком).  Для любых целых чисел a  и b , 0b  , 

существует единственная пара q  и r  целых чисел, 0 r b  , такая, что 

a bq r= + .  

Определение 1.3. Если число a  представлено в виде a bq r= + ; 0 r b  , 

то число q  называют неполным частным при условии 0r   (частным (или 

полным частным) – при 0r = ) , а число r  – остатком от деления a  на b .  

Приведем примеры деления целых чисел с остатком, демонстрирующие раз-

личные случаи. 

 
1 При подготовке данного раздела использовались следующие источники: [1, 5, 6, 13, 16, 21]. 
2 Подробно про общее понятие бинарного отношения как подмножества декартового произведения двух 

множеств см. [1] 
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Пример 1.1. При значениях 30a = , 7b = −  имеем равенство 30 ( 7) ( 4) 2= −  − +   

и неравенства ( 7) ( 4) 30−  −  ;  ( 7) ( 5) 30−  −  . Неполное частное равно −4,  

остаток равен 2: 0 ≤ 2 < |−7|. 
Пример 1.2. При значениях 30a = − , 4b =   имеем равенство 30 4 ( 8) 2− =  − +   

и неравенства 4 ( 8) 30 −  − ;  4 ( 7) 30 −  − . Неполное частное равно −8, остаток 

равен 2: 0 ≤ 2 < |4|. 
Пример 1.3. При значениях 55a = − , 54b = −  имеем равенство 

55 ( 54) 2 53− = −  +   и неравенства  ( 54) 2 55−   − ;  ( 54) 1 55−   − . Неполное част-

ное равно 2, остаток равен 53: 0 ≤ 53 < |−54|. 
Замечание. В двух рассмотренных выше примерах 1.1 и 1.3 число b  было 

отрицательным. Поменяв одновременно знаки у чисел b  и q  и сохранив при этом 

равенство a bq r= + , можно и в этих примерах добиться того, чтобы число b  

было положительным. Еще заметим, что при конкретных a  и b  числа q  и r  

находятся делением уголком числа a  на число b .  

 

§ 2. Наибольший общий делитель.   

Алгоритм Евклида. Взаимно простые числа 

 

1. Простые и составные числа 

В дальнейшем будем рассматривать только положительные делители 

чисел.  

Определение 1.4. Если целые числа 1 2, , ..., na a a  делятся на целое число δ , 

то δ  называют их общим делителем. Наибольший из всех общих делителей 

этих чисел называется их наибольшим общим делителем и обозначается  

НОД( 1 2, , ..., na a a ).  

Кроме указанного выше, для наибольшего общего делителя будем приме-

нять и обозначение  1 2( , , ..., )nd a a a , для произвольного общего делителя – обо-

значение 1 2δ( , , ..., )na a a  или ( )1 2ОД , , ..., na a a .  

Определение 1.5. Целое число 1p   называется простым, если оно имеет 

ровно два (положительных) делителя: единицу и самого себя. Целое число, большее 

1, имеющее кроме единицы и самого себя другие положительные делители, назы-

вается составным. Если 1 2НОД( , , ..., ) 1na a a = , то числа 1 2, , ..., na a a  называ-

ются взаимно простыми. Если каждое из чисел 1 2, , ..., na a a  взаимно просто  

с каждым другим из них, то числа 1 2, , ..., na a a  называются попарно простыми.  

Очевидно, что числа попарно простые будут и взаимно простыми. В случае 

двух чисел, 2n = , понятия «попарно простые» и «взаимно простые» совпадают.   

 

2. Общие делители двух чисел. Алгоритм Евклида 

Лемма 1.3. Если a  кратно b , то множество общих делителей чисел a  и b  

совпадает с множеством делителей числа b , в частности ( , )d a b b= .  
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Лемма 1.4. Если a bq c= + , то множество общих делителей чисел a  и b  

совпадает с множеством общих делителей чисел b  и c , в частности 

( , ) ( , )d a b d b c= .  

 Из равенства a bq c= +  следует: всякий общий делитель чисел a  и b  яв-

ляется делителем и числа c , т. е. общим делителем b  и c ; из него же следует: 

всякий общий делитель чисел b  и c  является делителем и числа a , т. е. общим 

делителем a  и b  (лемма 1.2). Таким образом, множество всех общих делителей 

чисел a  и b  совпадает с множеством всех общих делителей чисел b  и c . Отсюда 

следует вывод: ( , ) ( , )d a b d b c= .    

Для вычисления наибольшего общего делителя (НОД) применяется алго-

ритм Евклида. Алгоритм назван в честь греческого математика Евклида (III век 

до н. э.), который впервые описал его в VII и X книгах «Начал». В самом простом 

случае алгоритм Евклида применяется к паре положительных целых чисел и на 

каждом шаге формирует новую пару, которая состоит из меньшего числа и 

остатка от деления большего числа на меньшее. Принцип действия алгоритма 

основан на утверждении теоремы 1.2.  

Теорема 1.2. НОД положительных целых чисел a  и b  (a b ) равен послед-

нему отличному от нуля остатку следующей цепочки равенств:  

 
1 1a bq r= + ;  

1 2 2b rq r= + ;  

1 2 3 3r r q r= + ; 

 . . . ;  

2 1n n n nr r q r− −= + ;  

1 1 0n n nr r q− += + ,  

т. е. ( , ) nd a b r= . Здесь 10 r b  , 2 10 r r  , 3 20 r r  , . . . , 10 n nr r −  .   

 Каждое равенство цепочки из теоремы 1.2 и неравенства вида 

10 , 1,..., 1j jr r j n+  = −  имеют место в силу теоремы 1.1. В каждом равенстве це-

почки пара чисел с черточками вверху имеет НОД такой же, какой имеет пара 

чисел с черточками внизу (лемма 1.4), при этом число, входящее в каждую из 

этих двух пар, имеет две черточки: одну вверху, одну внизу. В силу указанной 

леммы 1.4 справедливы равенства:  

1 1 2( , ) ( , ) ( , )d a b d b r d r r= = =  ... 2 1 1( , ) ( , ) ( , 0) .n n n n n nd r r d r r d r r− − −= = = =  

Цепочка равенств заканчивается, когда получается 1 0nr + = . Последнее неиз-

бежно, так как цепочка b , 1r , 2r  и т. д., как цепочка убывающих целых, не может 

содержать более чем b  положительных чисел.    

Пример 1.4 (вычисления НОД двух натуральных чисел). Вычислить 

НОД(8281, 3234) = d(8281, 3234) с помощью алгоритма Евклида.  
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 1) 8281 3234 2 1813=  + ; 3234 1813 1 1421=  + ; 1813 1421 1 392=  + ; 

1421 392 3 245=  + ; 392 245 1 147=  + ;   245 147 1 98=  + ;   147 98 1 49=  + ;   

98 49 2 0=  + .  

Отсюда следует, что d(8281, 3234) = 49. Для получения вышезаписанных 

равенств, начиная со второго, выполнялось деление уголком чисел, подчеркну-

тых в предыдущем равенстве. Первое равенство получалось делением уголком 

заданных чисел.    

82813234

6468 2

1813

−
;    

32341813

1813 1

1421

−
;   

18131421

1421 1

392

−
;  и т. д.   

Обратное прохождение по цепочке равенств алгоритма Евклида подтвер-

ждает справедливость теоремы.  

Теорема 1.3 (о представлении НОД ( , )a b  через числа a  и b ). Если d =  

= НОД ( , )a b , то существуют такие целые u  и v , что выполняется соотноше-

ние 

      d au bv= + .                                               

Последнее равенство называют соотношением Безу для НОД целых чисел  
a  и b .    

Пример нахождения соотношения Безу для НОД(8281, 3234)).  

  49 = 147 + 98(–1) = 147 + (245 + 147(–1))( –1) = 147·2 + 245·(–1) =

 = (392 + 245·(–1))·2 + 245·(–1) = 392·2 + 245·(–3) = 392·2 + 

 + (1421 + 392·(–3))·( –3) = 392·11 + 1421·(–3) = (1813 + 1421·(–1))·11 +  

 + 1421·(–3) = 1813·11 + 1421·(–14) = 1813·11 + (3234+1813·(–1))·( –14) = 

 = 1813·25 + 3234·(–14) = (8281 + 3234·(–2))·25 + 3234·(–14) = 

 = 8281·25 + 3234·(–64),    т. е.   49 = 8281·25 + 3234·(–64).  

В приведенном выше примере необходимо выпонить алгоритм Евклида два-

жды – сначала в прямом, а затем в обратном направлении.  

Предложим еще один способ, который не требует обратной прогонки алго-

ритма – расширенный алгоритм Евклида. Этот способ основан на том, чтобы 

на каждом i-м шаге алгоритма Евклида для нахождения НОД(a, b) получившийся 

остаток ri представить в виде линейной комбинации a и b с целочисленными ко-

эффициентами ui и vi:  

1-й шаг: 1 1a bq r= + 1 1r a q b = − 1 1 1 1 1 1,  где 1,r au bv u v q = + = = −  

2-й шаг: 1 2 2b rq r= +  2 1 2 1подставим  из 1-го шагаr b rq r = − = =  

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 11b au bv q a q u b q v= − + = − + − 

2 2 2 2 2 1 2 2 1,  где 0 , 1r au bv u q u v q v = + = − = −  

3-й шаг: 1 2 3 3r r q r= +     

                  3 1 2 3 1 2подставим из 1-го и 2-го шагови    r r r q r r = − = =  

( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 1 3 2 1 3 2au bv au bv q a u q u b v q v= + − + = − + −   

3 3 3 3 1 3 2 3 1 3 2,  где ,r au bv u u q u v v q v = + = − = −  
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𝑘-й шаг: 2 1k k k kr r q r− −= +  2 1 2 1подставим и    k k k k k kr r r q r r− − − − = − = =  

( ) ( ) ( )2 2 1 1 2 1 2 1k k k k k k k k k k kau bv au bv q a u q u b v q v− − − − − − − −= + − + = − + −   

2 1 2 1,  где ,k k k k k k k k k k kr au bv u u q u v v q v− − − − = + = − = − . 

Таким образом, положив 0 0 1 1 10, 1, 1,u v u v q= = = = − , где qi – частное на i-м 

шаге, получим рекуррентные формулы для расчетов коэффициентов ui и vi: 

 2 1 2 1, , 2i i i i i i i iu u q u v v q v i− − − −= − = −  .  

На каждом шаге расширенного алгоритма Евклида рассчитываются остаток 

ri, частное qi и коэффициенты ui и vi. На шаге с последним ненулевым остатком 

ui и vi будут являться искомыми величинами u и v. (Пример использования рас-

ширенного алгоритма Евклида см. в параграфе 6 и решении типовых задач.)  

Замечание. Если числа a  и b  взаимно простые, то соотношение Безу при-

обретает вид  1au bv+ = .   

Теорема 1.4 (критерий взаимной простоты целых чисел). Целые числа  
a  и b  являются взаимно простыми тогда и только тогда, когда существуют 

такие целые u  и v , для которых выполняется  равенство  1au bv+ = .   

Лемма 1.5 (следствие из теоремы 1.4). Если произведение ab  целых чисел 

делится на целое число c  и ( , ) 1d a c = , то b  делится на c . 

Определение 1.6. Общим кратным целых чисел 1 2, , ..., na a a  называется 

всякое целое число, которое кратно каждому из 1 2, , ..., na a a , т. е. делится на 

каждое из этих чисел без остатка. Наименьшее из всех общих кратных этих 

чисел называется их наименьшим общим кратным и обозначается  

НОК( 1 2, , ..., na a a ). 

Свойство НОК и НОД двух чисел. Для любых двух целых чисел a и b 

верно равенство ( ) ( )НОК , НОД ,a b a b a b =  . 

 

§ 3. Простые числа. Основная теорема арифметики 

 

1. Простые числа и их нахождение  

Очевидно: если число 1a   составное, то его можно представить в виде 

a b c=  , где хотя бы одно из двух чисел 𝑏, 𝑐 принадлежит отрезку 2, a   , по-

скольку в противном случае b c a a a   =  и равенство a b c=   не выполнится 

(здесь все числа целые, больше единицы). Также очевидно, что наименьший 

натуральный делитель натурального числа является числом простым, следова-

тельно, наименьший натуральный делитель обязательно является простым чис-

лом из отрезка 2, a   . Можно заключить, что при проверке, является ли про-

стым некоторое заданное число m, достаточно выяснить простым перебором, де-

лится ли m на какое-либо простое число из отрезка 2, m   . Если среди простых 
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чисел, принадлежащих этому отрезку, делителей числа m не нашлось, то прове-

рять делимость m на числа большие √𝑚  нет необходимости – можно утверждать, 

что число m простое. 

Теорема 1.5 (о количестве простых чисел). Простых чисел бесконечно 

много.  

Иначе говоря, множество простых чисел не ограничено сверху. 

Для нахождения простых чисел, не превосходящих данного натурального 

числа, существует способ, называемый решетом Эратосфена. Этот способ 

назван в честь его создателя – древнегреческого математика Эратосфена Кирен-

ского, который предложил процедуру фильтрации списка чисел от 2 до 𝑛 с целью 

выявления и зачеркивания всех составных чисел в нем.  

Поясним подробнее эту процедуру.  

Для того чтобы отыскать все простые числа, не превосходящие 𝑛, выписы-

ваем по порядку все натуральные числа от 1 до 𝑛  

      1, 2, 3, …,  𝑛                                                       

и далее «просеиваем» это множество, предварительно вычеркнув из него 1 (1 по 

определению простым числом не является), в направлении увеличения его эле-

ментов, оставляя простые числа и вычеркивая составные.   

На первом шаге процедуры наименьшее в списке простое число есть 2. Его 

оставляем, а числа, кратные 2, вычеркиваем. Очевидно, первым вычеркнутым 

является 24 2= .   

На втором шаге переходим к наименьшему невычеркнутому числу. Оно 

равно 3 и является простым, следовательно, оставляем его. Вычеркиваем все 

числа, кратные 3, которые еще не было вычеркнуты на первом шаге. Первым 

вычеркиваемым на этот раз будет число 29 3= , так как 6 уже было вычеркнуто 

как кратное 2.  

На третьем шаге наименьшее из невычеркнутых чисел – это простое число 

5. Оставляем его и вычеркиваем все числа, кратные 5, которые еще не были вы-

черкнутые ранее. Теперь первым вычеркиваемым является 225 5= , так как 10, 

15, 20 уже вычеркнуты по причине кратности 2 или 3.  

Рисунок 1 иллюстрирует действия решета Эратосфена при поиске простых 

чисел, не превосходящих 17.  

 

 
 

Рис. 1. Механизм «просеивания» через решето Эратосфена 

 

Начальные шаги решета Эратосфена демонстрируют общие закономерно-

сти этого алгоритма. Во-первых, в начале каждого шага число m – наименьшее 
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из невычеркнутых чисел – обязательно является простым. Если бы оно было со-

ставным, то его наименьший делитель был бы среди простых чисел, не превос-

ходящих √𝑚. Все такие простые числа заведомо меньше m, и кратные этим про-

стым уже вычеркнули на предыдущих шагах, но тогда бы и m было вычеркнуто. 

Следовательно, наименьшее невычеркнутое m составным быть не может. Во-вто-

рых, на этом же шаге алгоритма наименьшее из вычеркиваемых составных чисел 

равно 𝑚2. Все составные числа 𝑙, меньшие 𝑚2, имеют простой делитель, не пре-

восходящий √𝑙. Так как 𝑙 < 𝑚2, то √𝑙 < 𝑚; т. е. каждое составное число 𝑙, мень-

шее 𝑚2, кратно некоторому простому числу, меньшему m. Но такие кратные 

числа уже вычернуты на предыдущих шагах. Следовательно, 𝑚2 первое вычер-

киваемое на данном шаге.  

Из описанных общих закономерностей следует условие остановки алго-

ритма. Если на каком-либо шаге наименьшее невычернутое простое m равно √𝑛, 

то первым вычеркиваемым будет число 𝑚2 = 𝑛, завершающее список. Больше 

ничего вычеркнуть нельзя, остались только простые числа. Если же √𝑛 не явля-

ется простым числом, то на каком-либо шаге наименьшее невычеркнутое про-

стое число m превысит √𝑛. В таком случае первый кандидат на вычеркивание 

𝑚2 > 𝑛 и процесс вычеркивания также останавливается на наибольшем простом 

числе, меньшем √𝑛. Таким образом, алгоритм продолжается до тех пор, пока 

наименьшее невычеркнутое число не превосходит √𝑛. В примере использования 

решета Эратосфена для «просевания» простых чисел, не превосходящих 17, по-

казанном на рис. 1, алгоритм останавливается на втором шаге, так как 5 17 . 

Таким образом, после выполнения алгоритма остались невычернкутыми только 

простые числа 5, 7, 11, 13, 17. 

 

2. Основная теорема арифметики  

Лемма 1.6. Совокупность ОД чисел a и b совпадает с совокупностью дели-

телей их НОД.   

Лемма 1.7. Для любого целого числа m справедливо равенство 

( , ) ( , )d am bm d a b m=  , где ( , ) ( , )d a b НОД a b= .   

Лемма 1.8. Если ( , ) 1d a b = , то ( , ) ( , )d ac b d c b= . 

Лемма 1.9. Если каждое 1 2, , ..., ma a a  взаимно просто с каждым 

1 2, , ..., ,nb b b  то и произведение 1 2... ma a a  взаимно просто с произведением 1 2... .nbb b  

Лемма 1.10. Всякое целое a или взаимно проcто с данным простым числом 

p, или делится на p.  

Лемма 1.11. Если произведение нескольких сомножителей делится на дан-

ное простое p , то по крайней мере один из сомножителей делится на число p.  

Теорема 1.6 (основная теорема арифметики). Каждое натуральное число 

1a   является или простым числом, или единственным образом (с точностью 

до перестановки сомножителей) представляется произведением степеней про-

стых чисел  
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      1 2

1 2 ... mnn n

ma p p p=    ,                                      

где 1p , 2p , … , mp  – различные простые числа, 1n , 2n , … , mn  – натуральные 

числа. Такое представление называется каноническим представлением числа 

a, а также каноническим разложением числа, а сам процесс нахождения та-

кого разложения называется факторизацией числа а. 

Очевидно следующее следствие из этой теоремы.   

Следствие 1.1. Пусть a имеет каноническое представление вида 
1 2

1 2 ... mnn n

ma p p p=    . Тогда множество всех делителей числа a составляют числа 

вида 1 2

1 2 ... mkk k

mp p p   ;   1 10 k n  ,  2 20 k n  ,  . . . ,  0 m mk n  . 

 

§ 4. Сравнения 

 

1. Основные понятия и свойства сравнений  

Выше, в параграфах 1 и 2, рассматривалось деление целых чисел с остатком. 

Далее расширим это понятие до модулярной арифметики.  Будем обьединять це-

лые числа во множества по признаку одинаковых остатков от деления их на 

данное целое положительное m, которое назовем модулем. Мы уже знаем, что 

каждому целому числу отвечает определенный остаток от деления его на число 

m (теорема 1.1).  

Определение 1.7. Если два целых числа a и b при их делении на число m 

имеют один и тот же остаток r, то эти числа называются равноостаточ-

ными по модулю m или сравнимыми по модулю m.  

Сравнимость чисел a и b по модулю m записывается так:  

    (mod )a b m     или    ( )a b m ,  

читается так: a сравнимо с b по модулю m.  

Соотношение  (mod )a b m   или  ( )a b m  называют сравнением по мо-

дулю m.  

Теорема 1.7 (о сравнимости двух чисел). Целые числа a и b сравнимы по 

модулю m тогда и только тогда, когда справедливо хотя бы одно из следующих 

трех равносильных условий:  

1)  a и b имеют одинаковые остатки (один и тот же остакок) от деления 

на m;  

2) ( )a b−  делится на m, т. е. существует такое целое q, что a b mq− = ;  

3) a b mq= +  для некоторого целого q.  

Пример 1.5 (чисел, сравнимых по модулю 8).  Выполнив деление некоторых 

целых чисел на 8 (чисел, имеющих от деления остаток 3)  

      

3 8    

0 0

      3 

; 

5 8    

8 1

      3 

−

− − ; 

218    

24 3

        3 

−

− − ; 

118    

81

      3 

, 

видим, что  21 5(mod8) 3(mod8) 11(8)−  −   . 
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Свойства сравнений 

С1. Два числа, сравнимые с третьим, сравнимы между собой (по тому же 

модулю).  

С2. Сравнения можно складывать и вычитать, т. е. если (mod ),a b m  

(mod )c h m , то  ( ) ( )(mod )a c b h m   .  

Замечание. Далее для краткости вместо записи (mod )a b m  будем приме-

нять равносильную запись ( )a b m .  

С3. Слагаемое левой (правой) части сравнения можно переносить в другую 

часть, поменяв знак перед ним на противоположный.  

С4. К каждой части сравнения можно прибавить любое число, кратное 

модулю (не обязательно одно и то же к обеим частям).  

С5. Сравнения можно перемножать, что означает: если ( )a b m , 

( )c h m , то ( )ac bh m .  

С6. Обе части сравнения можно возвести в одну и ту же натуральную сте-

пень, а также умножить на одно и то же целое: если ( )a b m , то 𝑎𝑛 ≡

≡ 𝑏𝑛(𝑚) ∀𝑛 ∈ ℤ и 𝑘𝑎 ≡ 𝑘𝑏(𝑚) ∀𝑘 ∈ ℤ. 

С7. Обе части сравнения можно разделить на взаимно простой с модулем 

их общий делитель: если ( )a b m , ( )ОД , δa b =  и ( )НОД δ, 1m = , то ( )
δ δ

a b
m .  

С8. Обе части сравнения и модуль можно умножить на одно и то же целое 

и можно разделить на любой их общий делитель: если ( )a b m  и 

( )ОД , , δ,a b m =  то 
δ δ δ

a b m 
  

 
.    

Cвойство С8 можно сформулировать и таким образом: если в сравнении 

( )a b m  числа a , b , m  имеют общий делитель δ ,  т. е. 1δa a= , 1δb b= , 1δ ,m m=  

то  1 1 1( )a b m .  

С9. Если одна часть сравнения и модуль делятся на какое-либо число, то и 

другая часть сравнения должна делиться на то же число: если ( )a b m  и 

δ, δa m , то и δb , если ( )a b m  и δ, δb m , то и δa . 

С10. К обеим частям сравнения можно добавить одно и то же число, т. е. 

если ( )a b m , то ( ) ( )( )a c b c m+  +  для всякого целого c  (c  может быть и от-

рицательным).  

 

2. Функция Эйлера  

Определение 1.8. Функцией Эйлера или φ-функцией называется функ-

ция натурального аргумента n > 1, значение которой равно количеству нату-

ральных чисел, не превосходящих n и взаимно простых с n. Функция Эйлера 

обозначается ( )φ n . 
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Пример 1.6. Найдем значение функции Эйлера для чисел 8 и 7. Числа, вза-

имно простые с 8 и не превосходящие его: 1, 3, 5, 7, следовательно, ( )φ 8 4= . 

Числа, взаимно простые с 7 и не превосходящие его: 1, 2, 3, 4, 5, 6, тогда ( )φ 7 6.=  

Свойства функции Эйлера: 

1.  Если p – простое число, то ( )φ 1p p= − . 

2. Если p – простое число, то ( ) ( )1φ 1p p p −= − , где 𝛼 ∈ ℕ, 𝛼 > 1. 

3. Если a и b – взаимно простые числа, то ( ) ( ) ( )φ φ φab a b= . 

4. Если известно каноническое разложение числа 1 2 αα α

1 2
s

sn p p p= ,  

где 𝛼𝑖 ∈ ℕ, 𝛼𝑖 > 1,  𝑖 = 1, . . . , 𝑠,  то 

( ) ( )( ) ( )1 2 α 1α 1 α 1

1 2 1 2φ 1 1 1s

s sn p p p p p p
−− −= − − − . 

Теорема 1.8 (теорема Эйлера). Если а и m – взаимно простые числа  

и m > 1, то ( ) ( )φ
1 mod

m
a m . 

Теорема 1.9 (малая теорема Ферма). Если а – натуральное число (не де-

лится на p) и p – простое число, то ( )1 1 modpa p−  . 

При всех целых a справедливо равенство  

( )modpa a p . 

Обратив внимание на свойство 1 функции Эйлера, не сложно увидеть, что 

малая теорема Ферма – частный случай теоремы Эйлера при простом модуле.  

 

§ 5. Классы вычетов и операции над ними  

 

Рассмотрим остатки от деления произвольного целого числа на данное це-

лое положительное 1m  . При таком делении существуют m  различных остат-

ков 0,1, 2, ..., 1m − . Каждое целое число в зависимости от его остатка при делении 

на 𝑚 может быть включено только в одно из подмножеств вида: 

 0 ..., 2 , ,0, ,2 ,...m m m m= − − , 

 1 ..., 2 1, 1,1, 1,2 1,...m m m m= − + − + + + , 

 2 ..., 2 2, 2,2, 2,2 2,...m m m m= − + − + + + ,…, 

 1 ..., 1, 1, 1,2 1,...m m m m− = − − − − − . 

Анализируя элементный состав этих подмножеств целых чисел, замечаем 

следующее. Так как числа каждого отдельно взятого подмножества имеют один 

и тот же остаток от деления на число m , то они сравнимы по модулю m . Если 

же рассмотреть два разных подмножества, например k  и l , k l , ,k l 

 0, 1, ..., 1m − , и взять в каждом из них произвольные элементы 1k k , 1l l , 

то взятые два элемента 1k  и 1l  несравнимы по модулю m . Это означает, что под-

множества 0, 1, ..., 1m −  попарно не пересекаются.  
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Определение 1.8. Классом вычетов по модулю m  называют множество 

всех сравнимых друг с другом по модулю 𝑚 чисел. Любое число из класса (пред-

ставитель класса) называют вычетом по модулю m . Если число k является 

представителем некоторого класса, то этот класс вычетов обозначают k . 

Множество  0, 1, ..., 1m−  всех классов вычетов по модулю m  обозначают: 

ℤ/mℤ: 

ℤ/mℤ= 0, 1, ..., 1m− . 

Пример 1.7. Всем хорошо известны классы вычетов по модулю 2 – это чет-

ные ( 0 ) и нечетные ( 1 ) числа.  

На рис. 2 отражено разбиение множества целых чисел на классы вычетов по 

модулю 5.  

 
10 0, 6 1,17 2, 7 3, 2004 4 −   −    

Рис. 2. Диаграмма классов вычетов ℤ/5ℤ = 0,1, 2, 3, 4  

 

Определение 1.9. Полной системой вычетов (ПОВ) по модулю m  назы-

вают множество из m  вычетов, взятых по одному из каждого класса множе-

ства ℤ/mℤ. 

Чаще всего в качестве полной системы вычетов выбирают наименьшие не-

отрицательные вычеты 0 , 1, 2 , ..., 1m − .  

Лемма 1.12. Любые m чисел, попарно несравнимые по модулю m, образуют 

полную систему вычетов по этому модулю.  

Лемма 1.13. Если ( , ) 1d a m =  и x  пробегает полную систему вычетов по 

модулю m, то ax b+ , где b – любое целое, тоже пробегает ПСВ по модулю m .  

Отметим, что класс вычетов полностью определяется одним своим предста-

вителем, так как если известно, что число k принадлежит некоторому классу, то 

cогласно п. 3 теоремы 1.7 все остальные элементы этого класса можно отыскать 

как сравнимые с 𝑘 числа по формуле 𝑘 + 𝑚𝑞,  𝑞 ∈ ℤ. Поэтому для обозначения 

класса вычетов достаточно указать один конкретный вычет. Если два класса обо-

значены сравнимыми между собой вычетами, то эти классы – совпадающие  

(равные) множества.  
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Лемма 1.14. Классы вычетов 𝑘̄ и 𝑙 по модулю m являются равными тогда 

и только тогда, если k сравнимо с l по модулю m: 𝑘 = 𝑙, 𝑘, 𝑙 ∈ ℤ/𝑚ℤ ⇔ 𝑘 ≡

𝑙(𝑚). Таким образом, k k mq= + . 

Пример 1.8. На множестве ℤ/5ℤ верны равенства 

6 1 5 1,12 2 2 5 2= + = = +  = .  

Рассмотрим два класса 𝑘̄ и 𝑙 из множества ℤ/mℤ, 𝑘̄ ≠ 𝑙. Выберем произволь-

ным образом пару чисел: k1 – вычет из класса 𝑘̄ и l1 – вычет из класса 𝑙. Сумма 

k1+ l1 будет принадлежать классу вычетов n из ℤ/mℤ, причем можно показать, что 

класс n не зависит от выбора чисел k1 и l1. На основании этого свойства вводится 

операция сложения двух классов.  

Определение 1.10. Суммой классов вычетов  и  k l  называется един-

ственный класс вычетов из ℤ/mℤ, которому принадлежат все суммы вида   

1 1k l+ , где 1 1,k k l l  . 

Также можно показать, что класс, которому принадлежит произведение чи-

сел k1 и l1, не зависит от выбора чисел k1 и l1.   

Определение 1.11. Произведением классов вычетов  и  k l  называется 

единственный класс вычетов из ℤ/mℤ, которому принадлежат все произведения 

вида 𝑘1𝑙1, где 1 1,k k l l  . 

Сумма и произведение классов вычетов определяются по следующим пра-

вилам:  

1. Для того чтобы сложить два класса вычетов, необходимо выбрать 

представитель из каждого класса, сложить их и взять класс, к кото-

рому принадлежит полученная сумма. 

2. Для того чтобы умножить один класс вычетов на другой, необходимо 

выбрать представитель из каждого класса, перемножить их и взять 

класс, к которому принадлежит полученное произведение. 

Свойства операций сложения и умножения классов вычетов:  

1. Коммутативность сложения и умножения: 

 ∀𝑘, 𝑙 ∈ ℤ/mℤ  имеет место  𝑘 + 𝑙 = 𝑙 + 𝑘,  𝑘 ⋅ 𝑙 = 𝑙 ⋅ 𝑘. 

2. Ассоциативность сложения и умножения: 

∀𝑘, 𝑙, 𝑛 ∈ ℤ/mℤ имеет место (𝑘 + 𝑙) + 𝑛 = 𝑘 + (𝑙 + 𝑛), (𝑘 ⋅ 𝑙) ⋅ 𝑛 = 𝑘 ⋅

(𝑙 ⋅ 𝑛). 

3. Существование нейтрального элемента относительно сложения и от-

носительно умножения: 

нейтральный элемент относительно сложения – класс 0 : 

∀𝑘 ∈ ℤ/mℤ имеет место  𝑘 + 0 = 0 + 𝑘 = 𝑘; 

нейтральный элемент относительно умножения – класс 1: 

∀𝑘 ∈ ℤ/mℤ имеет место  𝑘 ⋅ 1 = 1 ⋅ 𝑘 = 𝑘. 
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4. Существование противоположного элемента относительно сложения: 

∀𝑘 ∈ ℤ/mℤ  ∃(−𝑘):  𝑘 + (−𝑘) = 0. 

5. Дистрибутивность сложения относительно умножения: 

∀𝑘,  𝑙, 𝑛 ∈ ℤ/mℤ имеет место  (𝑘 + 𝑙) ⋅ 𝑛 = 𝑘 ⋅ 𝑛 + 𝑙 ⋅ 𝑛. 

Следствие из четвертого свойства: на множестве классов вычетов ℤ/mℤ 

можно ввести операцию вычитания как дополнительную к операции сложения:  

∀𝑘, 𝑙 ∈ ℤ/mℤ имеет место 𝑘 − 𝑙 = 𝑘 + (−𝑙), 

где ( )l−  – класс, противоположный классу l . 

Правило вычитания классов вычетов аналогично правилу сложения: для 

того чтобы от одного класса вычетов отнять другой, необходимо выбрать 

представитель из каждого класса, от представителя первого класса отнять 

представитель второго и взять класс, к которому принадлежит полученная 

разность. 

Операции сложения и умножения, введенные на множестве классов вычетов 

ℤ/mℤ и удовлетворяющие совокупности свойств 1–5, формируют из множества 

ℤ/mℤ алгебраическую структуру, которая называется коммутативным коль-

цом с единицей. В дальнейшем, говоря не просто «множество классов вычетов», 

а именно «кольцо классов вычетов», мы тем самым подчеркиваем, что опреде-

лены операции умножения и сложения указанным выше образом. Более по-

дробно о кольцах как об алгебраических структурах речь пойдет в четвертом мо-

дуле. 

Определение 1.12. Класс 𝑥 ∈ ℤ/mℤ называется обратным к классу 

𝑎 ∈ ℤ/mℤ, если верно равенство 1x a = .  

Класс, обратный к классу a , обозначается 
1

a
−

. 

Пример 1.9. В кольце классов вычетов ℤ/5ℤ верно равенство 2 3 6 1 = = , зна-

чит, класс 2  является обратным к классу 3 , и наоборот: 
1

3 2
−

= , 
1

2 3
−

= . 

Определение 1.13. Обратимый класс вычетов – класс вычетов, к кото-

рому существует обратный. 

Пример 1.10. В кольце ℤ/5ℤ классы 2  и 3  являются обратимыми. 

Является ли конкретный класс обратимым, зависит от его соотношения с 

модулем m кольца ℤ/mℤ. 

Теорема 1.10 (критерий обратимого класса). Для класса 𝑘 ∈ ℤ/mℤ суще-

ствует обратный тогда и только тогда, когда k и m – взаимно простые числа.  

Следствие. В кольце классов вычетов с простым модулем всякий ненулевой 

класс обратим.   

Замечаниие. Так как в общем случае не всякий класс вычетов является об-

ратимым, то на множестве ℤ/mℤ не определена операция деления! Нельзя де-

лить класс вычетов на другой класс!  
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Свойства обратимых классов. Если класс 𝑘 ∈ ℤ/mℤ обратим, то: 

1) обратный к нему класс 𝑘
−1

∈ ℤ/mℤ определен единственным образом; 

2) для любого ненулевого класса 𝑙 ∈ ℤ/mℤ произведение 𝑘 ⋅ 𝑙 ≠ 0; 

3) для любых двух классов 𝑙1, 𝑙2 ∈ ℤ/mℤ равенство 𝑘 ⋅ 𝑙1 = 𝑘 ⋅ 𝑙2 имеет ме-

сто тогда и только тогда, когда 𝑙1 = 𝑙2; 

4) если в произведении 𝑘 ⋅ 𝑙 класс 𝑙 пробегает всевозможные значения из 

ℤ/mℤ, то и результат произведения также пробегает всевозможные 

значения из ℤ/mℤ без повторов, т. е. полную систему вычетов; 

5) обратный класс 𝑘
−1

∈ ℤ/mℤ также обратим, причем (𝑘
−1

)
−1

= 𝑘; 

6) произведение обратимых классов также является обратимым классом.  

Свойства необратимых классов. Если класс 𝑘 ∈ ℤ/mℤ необратим, то: 

1) существует такой ненулевой класс 𝑙 ∈ ℤ/mℤ, что произведение 𝑘 ⋅ 𝑙 = 0; 

2) существуют два не равных между собой класса 𝑙1, 𝑙2 ∈ ℤ/mℤ, 𝑙1 ≠ 𝑙2, та-

ких, что 𝑘 ⋅ 𝑙1 = 𝑘 ⋅ 𝑙2. 

Из свойств обратимых и необратимых классов следует важный вывод:  

в равенстве 1 2k l k l =   формально можно выполнить сокращение на класс 

k  тогда и только тогда, когда класс k  обратим, т. е. k взаимно просто с моду-

лем m.  

Cпособы нахождения обратных классов.  

Один из способов нахождения класса, обратного к k , следует из теоремы 

Эйлера:   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1

1 1 1
m m m m

k m k k k k k
   −− −

  =   =  = . 

Второй способ использует соотношение Безу для взаимно простых чисел k 

и m: 

( )

( )
1

НОД , 1 1 0

1 .

k m m u k v m u k v m k v

k v k v
−

 = =  +   =  +  = = =   

  =  =
 

С обратимыми классами тесно связано понятие приведенной системы выче-

тов.  

Определение 1.14. Приведенной системой вычетов по модулю m назы-

вают множество вычетов, взятых по одному из каждого класса, содеража-

щего взаимно простые с модулем m числа, т. е. из каждого обратимого класса. 

Из определения приведенной системы вычетов и функции Эйлера следует, 

что число элементов в приведенной системе вычетов по модулю m равно ( )φ m . 
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§ 6. Решение сравнений  

 

В этом параграфе будем рассматривать сравнения, содержащие неизвест-

ные, и начнем со сравнений с одним неизвестным. В общем случае такие сравне-

ния имеют вид:  

   ( ) 0(mod )f x m ; 1

0 1( ) ...n n

nf x a x a x a−= + + + ,                           

где 0 1, , ..., na a a  – целые числа. 

  

1. О количестве решений сравнения 

Если в сравнении ( )1

0 1 ... 0 modn n

na x a x a m−+ + +   0a  не делится на m, то n 

называется степенью сравнения.  

Решить сравнение – значит найти все значения x, ему удовлетворяющие, 

или доказать, что их нет.  

Определение 1.15. Два сравнения, которым удовлетворяют одни и те же 

значения x, называют равносильными.  

Если сравнению ( )1

0 1 ... 0 modn n

na x a x a m−+ + +   удовлетворяет какое-либо 

1x x= , то тому же сравнению будут удовлетворять и все числа, сравнимые с чис-

лом 1x  по модулю m . Действительно, пусть 1 1(mod )y x m  (в более краткой за-

писи 1 1( )y x m ). Тогда 1 1y x mq= +  (теорема 1.7, условие 3). Поэтому  
1

1 0 1 1 1( ) ( ) ( ) ...n n

nf y a x mq a x mq a−= + + + + + = 1

0 1 1 1 ...n n

na x a x a mA−+ + + + =  

=
1( )f x mA+ , 

где A есть выражение, получаемое после раскрытия скобок 1( )n jx mq −+  по фор-

муле бинома Ньютона и вынесения множителя m  за скобки из слагаемых, остав-

шихся после записи 1( )f x . Отсюда следует: если значение 1x  удовлетворяет рас-

сматриваемому сравнению, то и значение 1y  ему удовлетворяет (свойство срав-

нений C4).   

Итак, если сравнению ( )1

0 1 ... 0 modn n

na x a x a m−+ + +   удовлетворяет какое-

либо 1x x= , то тому же сравнению будут удовлетворять и все числа, сравнимые 

с числом 1x  по модулю m.  Весь этот класс чисел будем рассматривать как одно 

решение. При таком соглашении ( )1

0 1 ... 0 modn n

na x a x a m−+ + +   будет иметь 

столько решений, сколько вычетов полной системы ему удовлетворяет.  

Пример 1.11.  Решить сравнение 3 2 0(11)x x+ +  .  

Полная система вычетов в нашем примере есть  0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10.  

Из них сравнению удовлетворяют числа 5, 7, 10.  Таким образом, рассматривае-

мое в примере сравнение имеет три решения:  

    5(11)x  ,   7(11)x  ,   10(11)x  .    
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2. Сравнения первой степени  

Заметим, что сравнение первой степени  0( )ax b m−   можно привести к виду  

      ( )ax b m .                                              

Рассмотрим несколько примеров.  

Случай 1.  Решить сравнение  

35 7(mod12)x  . 

Перебрав полную систему вычетов 0, 1, …, 10, 11, найдем ровно одно число: 

5x = , удовлетворяющее нашему сравнению, поскольку выполняется равенство   

35 · 5=12 · 14 + 7.  Итак, сравнение в случае 1 имеет одно решение:  

      5(12)x  .  

При этом значении x  число  35x  сравнимо с числом 7  по модулю 12 .  

Случай 2.  Решить сравнение  

      15 10(mod21)x  .   

Перебрав полную систему вычетов  0, 1, … , 20, убедимся, что ни при одном 

значении x  из этого множества число 15x  не будет сравнимо с числом 10  по 

модулю 21 . Это сравнение не имеет решений.  

Случай 3. Решить сравнение  

      15 12(mod21)x  .   

Пробегая полную систему вычетов случая 2, найдем три числа: 5x = , 12,x =  

19x = , при которых 15x  сравнимо с двенадцатью по модулю 21 . Это означает, 

что сравнение случая 3 имеет три решения:   

     5(21)x  ,  12(21)x  ,  19(21)x  .   

Эти примеры служат иллюстрацией следующей теоремы.  

Теорема 1.11. Пусть НОД( , )a m d= . Сравнение (mod )ax b m  не имеет ре-

шений, если b  не делится на НОД чисел a  и m , т. е. на число d . При b , кратном 

d , сравнение имеет d  решений вида 

1x ,  1 1x m+ ,  1 12x m+ ,  . . .  ,  1 1( 1)x d m+ − , 

где m1 = m / d.  

 

3. Решение сравнений с помощью классов вычетов по модулю m 

Согласно определениям классов вычетов по модулю m и решения сравне-

ния, любое сравнение с одной или несколькими неизвестными можно записать в 

виде уравнения в кольце классов вычетов. Так, сравнение вида 𝑎𝑥 ≡ 𝑏(𝑚) рав-

носильно уравнению 𝑎̄ ⋅ 𝑥̄ = 𝑏̄ в кольце классов вычетов ℤ/mℤ, где 𝑎̄, 𝑥̄, 𝑏̄ ∈ ℤ/mℤ. 

Воспользовавшись свойствами операции умножения и свойствами обрати-

мых и необратимых классов, можно доказать следующую теорему:  

Теорема 1.12. Уравнение вида a x b =  имеет единственное решение тогда 

и только тогда, когда класс вычетов a  обратим, причем 
1

x a b
−

=  .  

Пример 1.12. Решить сравнение  

71 47(mod103)x  . 



 
23 

Это сравнение равносильно уравнению 71 47x =  в кольце классов вычетов 

ℤ/103ℤ. Так как НОД(71,103) = 1, то класс 71 обратим. Найдем обратный к нему, 

используя расширенный алгоритм Евклида нахождения коэффициентов соотно-

шения Безу (подробное применение алгоритма см. в образцах решения типовых 

заданий лабораторной работы). Соотношение Безу для чисел 103 и 71 выглядит 

следующим образом: ( )1 20 103 29 71.=  + −    

Это соотношение является верным и для классов в кольце ℤ/103ℤ, откуда 

имеем:  

( ) ( )1 20 103 29 71 103 0, 29 74 103 1 74 74 71 =  + −  = = − = +  − = = 
 

. 

Так как 74 71 1 = , по определению обратного класса имеем 
1

71 74
−

= . Тогда 

искомый класс 
1

71 47 74 47 74 47 3478 103 33 79 79x
−

=  =  =  = =  + = . 

Если же в уравнении a x b =  в кольце классов вычетов ℤ/mℤ класс a  необ-

ратим, то можно либо перейти от уравнения к сравнению и анализировать его, 

как показано в п. 2, либо, если НОД(a, b) > 1, перейти к совокупности уравнений 

в классах вычетов. Подробно на последнем способе останавливаться не будем, 

так как он не имеет по сравнению с первым никаких преимуществ.  

Важно! Умножение уравнения a x b =  на класс k  приводит к равносиль-

ному уравнению тогда и только тогда, когда класс k  – обратимый. 

 

4. Системы сравнений первой степени  

При решении системы уравнений в кольце классов вычетов ℤ/mℤ, уравне-

ния которой задаются в виде 
1 1 2 2 n n ka x a x a x b +  + +  = , можно использовать 

два подхода. В первом переходят на язык сравнений и затем используют равно-

сильные преобразования, чтобы получить одно сравнение с одной неизвестной. 

Во втором подходе все преобразования проводятся в кольце классов вычетов. 

Для обоих подходов важно, чтобы все преобразования приводили к равносиль-

ным системам, поэтому необходимо использовать свойства сравнений и опера-

ций над классами вычетов. На основании этих свойств в обоих случаях может 

применяться метод Гаусса, позволяющий при обратном ходе каждый раз решать 

одно сравнение первой степени с одним неизвестным (одно уравнение в классах 

вычетов), что было изучено в пп. 2 и 3. Однако при реализации его прямого хода 

коэффициенты при неизвестных могут значительно возрастать. Во избежание 

этого можно попытаться исключать неизвестные способом, пригодным только 

для конкретной решаемой системы. Кроме того, при преобразованиях уравнений 

системы необходимо избегать умножения сравнений на число (класс), не являю-

щееся взаимно простым с модулем, иначе можно получить лишние решения  

(см. подробный разбор этого случая в образцах решения типовых заданий лабо-

раторных работ).  
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Пример 1.13. В кольце классов вычетов ℤ/19ℤ решить систему уравнений  

 
14 12 5;

11 14 2.

x y

x y

  +  =


 +  =

     

Записываем  
14 12 5(19);

11 14 2(19);

x y

x y

+ 


+ 
  

12 14 5(19);

14 11 2(19).

y x

y x

+ 


+ 
 

 
12 14 5(19) ( 7)

14 11 2(19) 6

   −
 

 
   ~ 

12 14 5(19)

0 32 23(19)

 
 

− − 
 ~ 

12 14 5(19)

0 6 15(19)

 
 
 

.   

Решаем сравнение 6 15(19)x  , 2 5(19)x  . Это сравнение, как мы уже знаем, 

имеет одно решение. Это решение есть 12(19)x  . Первая строка последней мат-

рицы приводит к сравнению 12 14 12 5(19)y +   , 12 168 5(19)y +  , 

12 19 8 16 5(19)y +  +  , 12 16 5(19)y +  , 12 11(19)y  − , 12 8(19)y  , 3 2(19)y  , 

7(19)y  .  

Таким образом, решением в ℤ/19ℤ будет  12x = ,  7y = .   

Пример 1.14. В кольце классов вычетов ℤ/14ℤ решить систему уравнений  

 
13 5 11;

7 11 13.

x y

x y

  +  =


 +  =

    

На языке сравнений имеем   
13 5 11(14)

7 11 13(14)

x y

x y

+ 


+ 
.    

       
13 5 11(14) ( 7)

7 1113(14) 13

   −
 

 
   ~ 

13 5 11(14)

0 108 92(14)

 
 
 

 ~ 
13 5 11(14)

0 54 46(7)

 
 
 

.   

Решаем сравнение 54 46(7)y  , 27 23(7)y  . 6 2(7)y  , 3 1(7)y  . Находим 

два числа 1 5y = , 1 1 5 7 12y m+ = + = . Действительно, решая сравнение 

108 92(14)y  , получаем 10 8(14)y  , 5y =  и 12y = .  

При каждом из этих значений решаем сравнение 13 5 11(14)x y+  .  

При 5y = :  13 25 11(14)x +  , 13 11 11(14)x +  , 0x =  .  

При 12y = : 13 60 11(14)x +  , 13 4 11(14)x +  , 13 7(14)x  , 7x = .   

Итак, одно решение есть  0x = , 5y = ;  другое – 7x = , 12y = .  

Пример 1.15. В кольце ℤ/12ℤ решить систему уравнений  

5 11;

7 11 1.

x y

x y

 +  =


 +  =

 

Запишем расширенную матрицу системы, элементами которой являются 

классы:  

1 5 11

7 11 1

 
 
 
 

. 
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Выполним элементарные преобразования над строками этой матрицы, избе-

гая умножения на классы, вычеты которых не взаимно простые с модулем 12. 

Получим матрицу равносильной системы:  

1 5 11 ( 7)

7 11 1

   −
 
 
 

   ~
1 5 11

0 24 76

 
 
 − − 

~
1 5 11

0 0 8

 
 
 
 

. 

Здесь использовали равенство классов 24 2 12 0− = −  = , ( )76 8 7 12 8− = + −  = . 

Выписав по последней строке матрицы уравнение 0 8y = , видим, что уравнение 

решений не имеет, так как умножение на нулевой класс всегда дает класс 0 . Сле-

довательно, система решений не имеет.  

Пример 1.16. В кольце ℤ/12ℤ решить систему уравнений  

5 3;

7 11 9.

x y

x y

 +  =


 +  =

 

Аналогично предыдущему примеру преобразуем матрицу системы в кольце 

классов вычетов ℤ/12ℤ:  

1 5 3 ( 7)

7 11 9

   −
 
 
 

   ~
1 5 3

0 24 12

 
 
 − − 

~
1 5 3

0 0 0

 
 
 
 

. 

Так как последняя строка матрицы целиком состоит из нулей, то исходная 

система уравнений равносильна уравнению 5 3x y+  = , из которого выразим 

класс x : 

3 5x y= −  .  

Нет каких-либо ограничений на класс y , поэтому подставим вместо y  все 

возможные классы из кольца ℤ/12ℤ. Так как класс 5  является обратимым, то по 

свойствам обратимых классов и операций над классами, x  также пробежит все 

возможные классы из кольца ℤ/12ℤ: 

11
0 3 5 3y x y=  = −  = , 

22
1 3 5 1 2 10y x=  = −  = − = , 

33
2 3 5 2 7 5y x=  = −  = − = , 

44
3 3 5 3 12 0y x=  = −  = − = , 

55
4 3 5 4 17 7y x=  = −  = − = , 

66
5 3 5 5 22 2y x=  = −  = − = , 

77
6 3 5 6 27 9y x=  = −  = − = , 

88
7 3 5 7 32 4y x=  = −  = − = , 

99
8 3 5 8 37 11y x=  = −  = − = , 

1010
9 3 5 9 42 6y x=  = −  = − = , 
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1111
10 3 5 10 47 1y x=  = −  = − = , 

1212
11 3 5 11 52 8y x=  = −  = − = .  

Таким образом, получили 12 различных решений – столько, сколько элемен-

тов в кольце классов вычетов ℤ/12ℤ. 

Проанализируем представленные здесь примеры. В примере 1.13 определи-

тель матрицы системы, составленной из классов вычетов в кольце ℤ/19ℤ: 

14 12
14 14 11 12 196 132 64 7

11 14
 = =  −  = − = = . 

Получили ненулевой класс, который по свойствам колец вычетов по про-

стому модулю обратим. Система имеет единственное решение.  

В примере 1.14 определитель матрицы системы равен 10  – необратимый 

класс в кольце классов вычетов ℤ/14ℤ. Система имеет несколько решений.  

В примерах 1.15 и 1.16 матрица системы одна и та же, ее определитель равен 

0 . Для этих систем в зависимости от столбца свободных членов решения либо 

не существовало, либо количество решений совпадало с числом элементов 

кольца вычетов. Все четыре примера служат иллюстрацией следующего утвер-

ждения:  

Утверждение. Если определитель системы уравнений в кольце классов вы-

четов по модулю m является обратимым классом, то система имеет единствен-

ное решение, которое можно отыскать методом, аналогичным правилу Крамера, 

заменяя в нем деление на определитель матрицы умножением на обратный к 

нему класс. Если определитель системы уравнений в кольце классов вычетов по 

модулю m является необратимым классом, то система может иметь несколько 

решений либо не иметь вовсе. 

Пример использования метода, аналогичного правилу Крамера, см. в образ-

цах решения типовых заданий лабораторных работ.  

Безусловно, вопрос о существовании и количестве решений систем уравне-

ний в кольце классов вычетов является довольно интересным и требует подроб-

ного исследования в общем виде. Но настоящее пособие не ставит этого своей 

целью, а лишь использует решение таких систем уравнений как хороший способ 

познакомить читателя с особенностями действий над классами, т. е. модулярной 

алгебры.  
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ТИПОВЫЕ ЗАДАНИЯ ПО ТЕМЕ «ОСНОВЫ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ» 

С ОБРАЗАЦАМИ РЕШЕНИЙ 

 

Задание 1. Найти НОД и НОК чисел 7700, 360a b= = , воспользовавшись: 

a) алгоритмом Евклида; б) канонической факторизацией (каноническим разло-

жением) чисел.  

Решение 

а) Применим алгоритм Евклида и для удобства шаги алгоритма будем запи-

сывать в таблицу. Как видим из таблицы, после вычисления в столбце «Остаток» 

значения в столбцах «Делимое» и «Делитель» следующей строки заполняются 

автоматически переносом (см. стрелки).  

 

 

 

1) 7700 360 21 140=  + ; 

2) 360 140 2 80=  + ; 

3) 140 80 1 60=  + ; 

4) 80 60 1 20=  + ; 

5) 60 20 3 0=  + . 

 

Алгоритм останавливается сразу, как только остаток равен нулю, а послед-

ний отличный от нуля остаток равен НОД(7700, 360):  

НОД(7700, 360) = 20. 

Зная НОД(7700, 360), вычислим НОК(7700, 360), используя соотношение 

( ) ( )НОД , НОК ,a b a b a b =  : 

( )
( )

7700 360
НОК 7700, 360 138600.

НОД 7700, 360


= =  

б) Найдем разложения на простые множители за несколько шагов: на каж-

дом шаге будем выписывать справа от числа один из его простых делителей, а 

под числом – частное от деления. На последнем шаге частным является 1:  

7700 5

1540 5

308 2

154 2

77 7

11 11

1

       

360 5

72 2

36 2

18 2

9 3

3 3

1

      

Запишем канонические факторизации (разложения) этих чисел с учетом по-

вторяющихся простых делителей:  

Номер 

шага 

Делимое  Делитель Остаток 

1 7700 360 140 

2 360 140 80 

3 140 80 60 

4 80 60 20 

5 60 20 0 
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2 2

3 2

7700 2 5 7 11,

360 2 3 5.

a

b

= =   

= =  
 

Для того чтобы вычислить НОД(a, b), перемножим наименьшие из входя-

щих в оба разложения степени общих простых делителей: 
2НОД( , ) 2 5 20.a b =  =   

Для того чтобы вычислить НОК(a, b), перемножим наибольшие из входящих 

в оба разложения степени всех простых делителей: 
3 2 2НОК( , ) 2 3 5 7 11 138600.a b =     = ▲ 

Замечание. В приведенном примере задача факторизации обоих чисел не 

является сложной, поскольку сами числа невелики и на каждом шаге легко уста-

новить простые делители, пользуясь признаками делимости на 2, 3, 5. В случае 

больших чисел, содержащих 7 и более символов в записи, найти каноническое 

разложение гораздо сложнее. Приведем пример: легко видеть, что делителем 

числа 10830434878 является 2, в частном от деления получим 5415217439. Это 

число не обладает очевидными признаками делимости, и при факторизации та-

кого большого числа целесообразно проверять, является ли оно простым. В дан-

ном случае получено простое число, в чем можно убедиться, например, перебо-

ром простых делителей, не превосходящих 5 415 217 439  (см. решето Эрато-

сфена). Их количество составляет 7265, при этом заранее необходимо выписать 

все, что приводит к низкой скорости работы алгоритма перебора. По этой при-

чине указанный алгоритм не используется для факторизации больших чисел. Для 

решения этой задачи в настоящее время разработан ряд более быстрых алгорит-

мов экспоненциальной и субэкспоненциальной сложности, но вопрос о суще-

ствовании полиномиального алгоритма факторизации чисел для классического 

компьютера остается открытым (хотя такой алгоритм разработан для квантового 

компьютера).  

Задание 2. С помощью расширенного алгоритма Евклида найти целые 

числа u, v удовлетворяющие соотношению Безу: НОД( , )au bv a b+ = для целых 

чисел  5187; 1520.a b= =  

Решение 

Δ Способ 1. Вначале вычислим НОД(5187, 1520) по алгоритму Евклида, как 

это было сделано в задании 1, пункт «а». 

 

 

 

1) 5187 1520 3 627=  + ; 

2) 1520 627 2 266=  + ; 

3) 627 266 2 95=  + ; 

4) 266 95 2 76=  + ; 

5) 95 76 1 19=  + ; 

6) 76 19 4 0=  + . 

Номер 

шага 

Делимое  Делитель Остаток 

1 5187 1520 627 

2 1520 627 266 

3 627 266 95 

4 266 95 76 

5 95 76 19 

6 76 19 0 
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Таким образом, НОД(5187, 1520) = 19. Проведем алгоритм Евклида в обрат-

ном направлении – снизу вверх по таблице, на каждом шаге выражая остаток 

через делимое и делитель. Начнем с последнего ненулевого остатка, равного 

НОД(5187, 1520): 
19 95 76 1= −  . 

Двигаясь на шаг вверх по таблице, замечаем, что предыдущим остатком в 

прямом ходе алгоритма Евклида является 76, выразим его из строки 4 и подста-

вим в равенство, полученное ранее:  

( )( ) ( )19 95 76 95 266 95 2 266 1 95 3= − = − +  − =  − +  . 

Продолжая движение вверх по таблице, видим, что остаток на третьем шаге 

прямого хода – число 95. Поэтому надо предварительно раскрыть скобки и опре-

делить множитель при 95. Затем выражаем 95 из строки 3 и подставляем его в 

предыдущее равенство с последующим приведением подобных: 

( ) ( ) ( ) ( )19 266 1 95 3 266 1 (627 266 2 ) 3 266 7 627 3.=  − +  =  − + +  −  =  − +   

Аналогичным образом проводим вычисления на последних двух шагах, по-

следовательно выражая из строк 2 и 1 остатки 266 и 627: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

19 266 7 627 3 (1520 627 2) 7 627 3 1520 7

627 17 1520 7 5187 1520 3 17 5187 17 1520 58 .

=  − +  = −   − +  =  − +

+  =  − + −   =  +  −
 

Таким образом,  

( )19 5187 17 1520 58 17, 58.u v=  +  −  = = −  

Способ 2. На каждом i-м шаге алгоритма Евклида будем представлять оста-

ток ri в виде линейной комбинации 5187 и 1520 с целочисленными коэффициен-

тами ui и vi, пользуясь рекуррентными формулами: 

2 1 2 1, , 2i i i i i i i iu u q u v v q v i− − − −= − = −  , 

положив в них 0 0 1 1 10, 1, 1,u v u v q= = = = − , где qi – частное на i-м шаге. Тогда на 

шаге с последним ненулевым остатком ui и vi будут являться искомыми величи-

нами u и v. Результаты расчетов занесем в таблицу 1. Для примера выпишем по-

дробные вычисления u3 и v3: 

( )1 2 3 3 1 3 21, 2, 2 1 2 2 5u u q u u q u= = − =  = − = −  − =  

1 2 3 3 1 3 23, 7, 2 3 2 7 17v v q v v q v= − = =  = − = − −  = −  

                                                                                                     Таблица 1 

Расширенный алгоритм Евклида 

  
Номер шага Делимое  Делитель Остаток Частное ui vi 

0     0 1 

1 5187 1520 627 3 1 –3 

2 1520 627 266 2  –2 7 

3 627 266 95 2 5 –17 

4 266 95 76 2 –12 41 

5 95 76 19 1 17 –58 

6 76 19 0 4   
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Из строки 5 выписываем сразу и НОД(5187, 1520), и соотношение Безу:  

( ) ( )НОД 5187, 1520 19 5187 17 1520 58 17, 58.u v= =  +  −  = = − ▲ 

Задание 3. Найти остаток от деления 20251989 на 37.  

 

Решение 

Δ Переформулируем задание на языке сравнений: найдем наименьшее по-

ложительное число, сравнимое с 20251989 по модулю 37. Так как основание 2025 

больше модуля, то вначале найдем остаток от деления 2025 на 37: 

( )2025 27 mod 37 .   

Тогда по свойству сравнений ( ) ( )mod modn na b m a b m    имеем 

( ) ( ) ( ) ( )
1989

1989 1989 3 59672025 27 mod 37 3 mod 37 3 mod 37 = = .  

Проблема с большим основанием решена, необходимо разобраться с боль-

шой степенью. Так как 37 – простое число, и 3 не делится на 37, то применима 

малая теорема Ферма: для простого p и a, не делящегося на p, справедливо 

( )1 1 modpa p−  . Тогда 

( )363 1 mod 37 . 

Представим 5967 в соответствии с теоремой о делении с остатком: 

5967 165 36 27=  + , тогда ( )
165

5967 165 36 27 165 36 27 36 273 3 3 3 3 3 + = =  =  . 

Применим свойствa сравнений ( ) ( )mod modn na b m a b m    и 𝑎 ≡ 

≡ 𝑏(mod𝑚) ⇒ 𝑘𝑎 ≡ 𝑘𝑏(mod𝑚)∀𝑘 ∈ ℤ:  

( ) ( ) ( )
165

36 36 27 273 1 mod 37 3 3 3 mod 37    . 

Осталось найти остаток от деления 327 на 37. Эту задачу будем решать по-

шагово, на каждом шаге используя свойство сравнений 

( ) ( )mod modn na b m a b m    при n = 2: 

( )23 9 9 mod 37=  ; 

( )43 81 7 mod 37=  ; 

( ) ( ) ( )8 23 7 mod 37 49 mod 37 12 mod 37 =  ; 

( ) ( ) ( )16 23 12 mod 37 144 mod 37 33 mod 37 =  . 

Зная числа, сравнимые со степенями 3 по модулю 37, представим 327 в виде 

произведения этих степеней и воспользуемся свойством сравнений 

( ) ( ) ( )mod , mod moda b m c d m a c b d m      : 

( ) ( ) ( )27 16 8 3 16 8 33 3 3 3 3 33 12 27 mod37 10692 mod37 36 mod37+ += =      =  . 

Таким образом, ( ) ( )1989 272025 3 mod 37 36 mod 37   или, иными словами, 

остаток от деления 20251989 на 37 равен 36. ▲ 

Замечание. Описанный выше процесс нахождения остатка от деления 327  

на 37 называется также возведением 3 в двадцать седьмую степень по модулю 37, 
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а использованный алгоритм возведения относится к классу алгоритмов быстрого 

возведения в степень и называется «справа налево». Это название обусловлено 

тем, что степень записывается в двоичной системе счисления в виде 0 и 1, и биты 

степени просматриваются от младшего к старшему.  

Задание 4. Построить таблицы сложения в кольце классов вычетов: а) ℤ/5ℤ; 

б) ℤ/8ℤ.  

Решение 

а) Кольцо классов вычетов по модулю 5 состоит из элементов 0, 1, 2, 3, 4 .  

Запишем их в таблицу, свободные ячейки которой будем заполнять результатами 

сложения классов, стоящих в начале соответствующих строки и столбца.  

 

  0  1  2  3  4  

0       

1       

2       

3       

4       

 

Напомним, что каждый класс полностью определяется одним своим пред-

ставителем (вычетом), поэтому достаточно найти один из представителей класса 

суммы. Для того чтобы найти представитель суммы двух классов, надо сло-

жить представители этих классов. Для записи класса суммы, как и для любого 

класса, используется наименьший неотрицательный вычет, поэтому если сумма 

представителей классов превышает модуль или равна ему, то искомый класс обо-

значаем остатком от деления этой суммы на модуль (по определению сумма и 

полученный остаток принадлежат одному классу): 

1 2 : 1 2 3 1 2 3+ + =  + = ; 

( )1 4 : 1 4 5, 5 0 mod 5 1 4 0;+ + =   + =

( )3 4 : 3 4 7, 7 2 mod 5 3 4 2+ + =   + = . 

 

 

  

  

  0  1  2  3  4  

0       

1    1 2+   1 4+  

2   1 2+     

3      3 4+  

4   1 4+   3 4+   

  0  1  2  3  4  

0       

1    3   0  

2   3     

3      2  

4   0   2   
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Запишем в таблицу результат всех остальных вычислений. 

 

  0  1  2  3  4  

0  0  1  2  3  4  

1  1  2  3  4  0  

2  2  3  4  0  1  

3  3  4  0  1  2  

4  4  0  1  2  3  

 

б) Составляем таблицу аналогично пункту «а». 

  

  0  1  2  3  4  5  6  7  

0  0  1  2  3  4  5  6  7  

1  1  2  3  4  5  6  7  0  

2  2  3  4  5  6  7  0  1  

3  3  4  5  6  7  0  1  2  

4  4  5  6  7  0  1  2  3  

5  5  6  7  0  1  2  3  4  

6  6  7  0  1  2  3  4  5  

7  7  0  1  2  3  4  5  6  

 

Замечание. Обратите внимание на то, что для таблиц обоих пунктов харак-

терно следующее:  

- результаты пробегают в каждой строке полную систему вычетов без по-

второв; 

- в каждой строке встречается нулевой класс – это означает, что для любого 

класса вычетов, вне зависимости от свойств модуля, найдется противополож-

ный элемент, т. е. класс, дающий в сумме с выбранным класс 0 .  

Симметрия заполнения таблицы отражает свойство коммутативности опе-

рации сложения классов вычетов. ▲ 

Задание 5. Построить таблицу умножения в кольце классов вычетов:  

а) ℤ/5ℤ; б) ℤ/8ℤ. В каждом пункте найти пары взаимно обратных относительно 

умножения элементов. 

 

Решение 

 а) Ячейки таблицы умножения классов будем заполнять аналогично зада-

нию 4:  
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  0  1  2  3  4  

0       

1       

2       

3      3 4  

4     3 4   

  

Для того чтобы найти представитель произведения двух классов, надо пе-

ремножить представители этих классов.  Если произведение превышает мо-

дуль, то, как и в случае со сложением, класс произведения обозначаем остатком 

от деления произведения представителей на модуль: 

1 3 :1 3 3 1 3 3;  =   =  

( )3 4 :3 4 12,12 2 mod 5 3 4 2  =    = . 

Соответствующие ячейки в таблице заполнятся следующим образом. 

 

  0  1  2  3  4  

0       

1     1 3   

2       

3   1 3    3 4  

4     3 4   

  

Запишем в таблицу результат всех остальных вычислений. 

 

  0  1  2  3  4  

0  0  0  0  0  0  

1  0  1  2  3  4  

2  0  2  4  1  3  

3  0  3  1  4  2  

4  0  4  3  2  1  

 

Взаимно обратные относительно умножения элементы ℤ/mℤ кольца классов 

вычетов – это взаимно обратные классы. По определению произведение взаимно 

обратных классов равно 1 , поэтому найдем в ячейках таблицы результат 1  и 

выпишем пары соответствующих сомножителей: 

( 1 , 1 ) – класс 1  взаимно обратный самому себе, ( 2 , 3 ), ( 4 , 4 ) – класс 4  

взаимно обратный самому себе. Как видим из таблицы, все ненулевые классы 

имеют обратные.   

  0  1  2  3  4  

0       

1     3   

2   3     

3      2  

4     2   
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б) Составляем таблицу аналогично пункту «а»: 

  

  0  1  2  3  4  5  6  7  

0  0  0  0  0  0  0  0  0  

1  0  1  2  3  4  5  6  7  

2  0  2  4  6  0  2  4  6  

3  0  3  6  1  4  7  2  5  

4  0  4  0  4  0  4  0  4  

5  0  5  2  7  4  1  6  3  

6  0  6  4  2  0  6  4  2  

7  0  7  6  5  4  3  2  1  

 

Выпишем пары взаимно обратных элементов, аналогично пункту «а»: 

( 1 , 1 ), ( 3, 3 ), ( 5, 5 ), ( 7, 7 ) – лишь некоторые ненулевые  классы имеют 

обратные, причем в данном случае все они оказались взаимно обратными самим 

себе. 

Замечание. На примере полученных таблиц обратите внимание на свойства 

обратимых и необратимых классов вычетов, сформулированных в теоретиче-

ском разделе:  

- ненулевой класс имеет обратный только в том случае, если он взаимно 

простой с модулем. Таким образом, в пункте «а» с простым модулем все ненуле-

вые классы имеют обратные; 

- результаты произведения пробегают в строке полную систему вычетов без 

повторов только в том случае, если сомножитель в этой строке взаимно простой 

с модулем, т. е. является обратимым классом. Таким образом, для простого мо-

дуля в пункте «а» полная система вычетов пробегается в каждой строке; 

- два ненулевых класса могут дать в произведении нулевой класс, только 

если модуль – составное число (таблица пункта «б»); 

- если представитель класса не является взаимно простым с модулем, т. е. 

класс необратим, то в его строке результаты произведений формируют цикличе-

скую структуру. Это также является одним из общих свойств колец, речь о кото-

ром пойдет в модуле 4 «Кольца. Идеалы колец»; 

- аналогично заданию 4, симметрия заполнения таблицы отражает свойство 

коммутативности операции умножения классов вычетов. ▲ 

Задание 6. Вычислить значения функции Эйлера: а) φ(7), б) φ(21), в) φ(360).  

Решение 

Вычислим значения функции Эйлера, пользуясь ее свойствами.  

а) Так как 7 – простое число, то применим свойство функции Эйлера от про-

стого аргумента p: ( ) ( )φ 1 φ 7 7 1 6p p= −  = − = . 
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б) Так как 21 раскладывается в произведение простых сомножителей  

21 = 3⸱7, то применим свойство функции Эйлера от произведения взаимно про-

стых сомножителей: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )φ φ φ φ 21 φ 3 7 φ 3 φ 7 2 6 12.a b a b =   =  =  =  =  

в) Для 360 запишем каноническое разложение (см. задание 1): 
3 2360 2 3 5.=    

Зная каноническое разложение аргумента, можно рассчитать значение 

функции Эйлера согласно формуле:  

( ) ( )( ) ( )1 2 1 2α α 1α α α 1 α 1

1 2 1 2 1 2φ 1 1 1s s

s s sp p p p p p p p p
−− −= − − − .  

Применяя эту формулу, получим  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 1 2 1 1 1φ 360 φ 2 3 5 2 3 5 2 1 3 1 5 1 4 3 1 1 3 4 144− − −=   =    −  −  − =      = . ▲ 

Задание 7. Решить системы уравнений в соответствующих кольцах классов 

вычетов: а) 
2 8 6,

3 7 10

x y

x y

  +  =


 +  =
 в ℤ/13ℤ; б) 

8 3 4,

3 2 3,

2 5 4 1

x y z

x y z

x y z

 +  +  =


 + +  =
  +  +  =

 в ℤ/24ℤ;  

в) 
5 3 11,

7 5 7

x y

x y

  +  =


 +  =
 в ℤ/18ℤ. 

а) Способ 1. Запишем систему на языке сравнений: 
2 8 6(13)

3 7 10(13)

x y

x y

+ 


+ 
.  

Заметим, что обе части первого сравнения можно разделить на их общий дели-

тель 2, так как он взаимно простой с модулем 13, получим равносильную систему 

сравнений:  

 4 3(13);

3 7 10(13).

x y

x y

+ 

+ 
 

Составим матрицу системы сравнений и проведем элементарные преобра-

зования над строками:  

1 4 3(13) ( 3)

3 7 10(13)

   −
 
 

       ~ 
1 4 3(13)

0 5 1(13)

 
 

− 
 ~ 

1 4 3(13)

0 8 1(13)

 
 
 

. 

Решаем сравнение 8 1(13)y  . Так как модуль – простое число, то оно будет 

иметь только одно решение, которое можно подобрать из полной системы выче-

тов: 5(13)y  . Подставив это решение в первую строку последней матрицы при-

дем к сравнению 4 5 3(13)x +   , проведем ряд равносильных преобразований: 

4 5 3(13) 20 3(13) 7 3(13) 4(13) 9(13)x x x x x+    +   +    −   . 

Таким образом, решением в ℤ/13ℤ будет пара классов вычетов 9x = , 5.y =   

Способ 2. Так как числа 2 и 13 взаимно простые, то класс 2  обратим и до-

пустимо формальное сокращение на 2  первого уравнения системы, при этом по-

лучим равносильную систему:  
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4 3;

3 7 10.

x y

x y

 +  =


 +  =
 

Будем решать систему уравнений, не переходя на язык сравнений. Запишем 

расширенную матрицу системы, элементами которой являются классы, и прове-

дем над строками этой матрицы элементарные преобразования, получая каждый 

раз матрицу равносильной системы (все ненулевые классы в данном кольце об-

ратимы):  

1 4 3 ( 3)

3 7 10

   −
 
 
 

    ~ 
1 4 3

0 5 1

 
 
 − 

 ~ 
1 4 3

0 8 1

 
 
 
 

. 

Здесь использовали равенство классов 5 5 13 8− = − + = . Эти преобразования 

выглядят точно так же, как и в решении первым способом. По второй строке мат-

рицы выпишем уравнение  

8 1y = . 

Так как деление в кольце классов вычетов не определено, то необходимо 

умножить обе части уравнения на элемент, обратный к классу 8 . Поскольку 8 и 

13 взаимно простые, то класс 8  обратим. Чтобы не искать его с помощью таб-

лицы умножения, найдем соотношение Безу для чисел 13 и 8:  

( ) ( )НОД 13, 8 1 40 39 3 39 5 8.= = − = −  +   

В данном случае коэффициенты легко подбираются, но в общем случае 

можно использовать расширенный алгоритм Евклида. Запишем соотношение 

Безу для классов:  

( )1 3 13 5 8 13 0 5 8 = −  +  = = =   . 

Отсюда следует, что обратным к классу 8  является класс 5 . Умножим на 

этот класс обе части уравнения 8 1y = : 

( )5 8 5 5y y =  = .  

Выразим класс x , подставив в первое уравнение системы 5y = : 

4 5 3 3 20 17 9x x+  =  = − = − = . 

Таким образом, решением в ℤ/13ℤ будет пара классов вычетов 9x = , 5.y =   

Замечание. Второй способ может показаться более громоздким, но только 

лишь за счет того, что в нем подробно описано нахождение обратного класса.  

б) Способ 1.  На языке сравнений  

8 3 4(24);

3 2 3(24);

2 5 4 1(24).

x y z

x y z

x y z

+ + =


+ + =
 + + =

  

Прямой ход метода Гаусса  
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( 3)− 

 

1 8 3 4(24)

3 1 2 3(24)

2 5 4 1(24)

 
 
 
 
 

 

( 2) −

    ~  

1 8 3 4(24)

0 23 7 9(24)

0 11 2 7(24)

 
 

− − − 
 − − − 

( 11)

23

 −



       ~    

~ 

1 8 3 4(24)

0 23 7 9(24)

0 0 31 62(24)

 
 

− − − 
 − 

 ~ 

1 8 3 4(24)

0 23 7 9(24)

0 0 1 2(24)

 
 

− − − 
 − 

  ~ 

1 8 3 4(24)

0 23 7 9(24)

0 0 1 22(24)

 
 

− − − 
 
 

.  

Решаем сравнение 22(24)z  , 22z = . Далее получаем 23 7 9(24)y z− −  − , 

7 9(24)y z−  − , 154 15(24)y −  , 14 15(24)y +  , 1(24)y  , 1y = . Решаем сравне-

ние  8 1 3 22 4(24)x +  +   , 2 4(24)x +  ,  2(24)x  , 2x = .   

Итак, решением в ℤ/24ℤ будет 2x = , 1y = , 22z = .  

Способ 2. Вычислим определитель системы в заданном кольце классов  

вычетов:  

1 8 3

3 1 2 31 31 2 24 17

2 5 4

 = = − = − +  = . 

Так как 17 и 24 – взаимно простые, то существует единственный обратный  

к 17  класс, а система уравнений имеет единственное решение. Его можно найти 

методом, аналогичным правилу Крамера, в котором деление на определитель си-

стемы заменяется умножением на класс, обратный к нему. Вычислим определи-

тели, поочередно заменяя столбец матрицы системы на столбец свободных членов: 

4 8 3

3 1 2 62 62 3 24 10

1 5 4

x = = − = − +  = , 

1 4 3

3 3 2 31 31 2 24 17

2 1 4

y = = − = − +  = , 

1 8 4

3 1 3 62 62 2 24 14

2 5 1

z = = = −  = . 

Найдем класс, обратный к классу 17 , используя соотношение Безу: 

( ) 11 5 24 7 17 24 0, 7 17 17 17 17− =  + −  = = − = =   =  . 

Вычислим искомые классы:  
1 10 17 170 2 24 7 2xx −=   =  = = +  = , 
1 17 17 1,yy −=   =  =  

1 14 17 238 22 24 9 22zz −=   =  = = +  = . 
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Итак, решением в ℤ/24ℤ будет 2x = , 1y = , 22z = . 

в) Вычислим определитель данной системы: 
5 3

4
7 5

 = = . Так как  

НОД(18, 4) = 2 > 1 и класс 4  необратим, то система может иметь несколько ре-

шений или может не иметь ни одного. Проведем элементарные преобразования 

над строками расширенной матрицы:  

5 311 ( 7)

7 5 7 5

   −
 
   

   ~
5 3 11

0 4 12

 
 
 
 

. 

Решим уравнение 4 12y = . Поскольку обратного класса к 4  не существует, 

то перепишем его на языке сравнений:  

( ) ( )4 12 18 2 6 9y y   . 

Здесь обе части сравнения и модуль сократили на НОД(4, 18) = 2. Таким 

образом, у исходного сравнения два решения. 

Так как 2 и 9 – взаимно простые числа, то далее сокращаем обе части срав-

нения на 2, не меняя модуля и получая равносильное сравнение: 

( ) ( )2 6 9 3 9y y   .  

Возвращаемся к решениям сравнения по модулю 18, к полученному y при-

бавляя 9, пока не превысим 18, и получаем два решения в кольце ℤ/18ℤ: 

( ) ( ) ( )1 2 1 23 9 3 18 , 3 9 12 18 3, 12y y y y y    + =  = = . 

Подставим 1 3y =  в первое уравнение системы: 

5 3 3 11 5 11 9 5 2x x x +  =   = −   = . 

Это уравнение решим, найдя обратный к классу 5  из соотношения Безу:  

( )
1

1 36 35 18 2 7 5 18 0, 7 11 5 11 5 11
−

 = − =  + −  = = − = =   =  .  

Тогда 1 15 2 2 11 22 4x x =  =  = = .  

Аналогичным образом найдем 2 212 13y x=  = . 

Таким образом, система имеет два решения в кольце классов вычетов ℤ/18ℤ 

( )1 14; 3x y= =  и ( )2 213; 12x y= = . 

Замечание. Если определитель системы не является взаимно простым с 

модулем, то при проведении элементарных преобразований над строками си-

стемы необходимо избегать умножения на числа, являющиеся делителями мо-

дуля. Приведем пример. Если умножить второе уравнение исходной системы на 

3  с целью последующего исключения неизвестной y, получим систему 

5 3 11; 5 3 11;

21 15 21, 3 15 3.

x y x y

x y x y

 + = + =
 

+ = + = 
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При переходе ко второй системе использовали равенство классов 

21 18 3 3= + = . Можно убедиться непосредственной проверкой, что решениями 

этой системы являются пары классов ( ) ( ) ( ) ( )4; 3 , 4; 9 , 4; 15 , 13; 0 , ( )13; 6 ,  

( )13; 12 ,  и, таким образом, полученная система не является равносильной исход-

ной. Это происходит по той причине, что существует два ненулевых класса 6  и 

12 , в произведении с 3  дающих 0 : 6 3 18 0 = = , 12 3 36 0 = = . Поэтому справед-

лива цепочка уравнений: 

( )21 15 21 21 15 21 0 3 7 5 7 0x y x y x y +  =   +  − =    +  − =   

7 5 7 0;

7 5 7 6;

7 5 7 12.

x y

x y

x y

  +  − =

 +  − =
 +  − =

 

Последние два уравнения совокупности дают лишние решения. 

То же самое замечание справедливо и для решения системы при переходе 

на язык сравнений. ▲ 
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ТЕСТ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ ПО ТЕМЕ  

«ОСНОВЫ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ» 

Вопрос 1. Пусть 
2 23 5 11a =   ,  

2 32 3 5b =   .  Найти    
НОК( ; )

НОД( ; )

a b

a b
. 

A) 990; 

B) 55; 

C) 550; 

D) 110; 

E) 22. 

 

Вопрос 2. Для начала каждого предложения A–D подберите его окончание 

так, чтобы получилось верное утверждение. Ответ запишите в виде сочетания 

букв и цифр, соблюдая алфавитную последовательность букв. Некоторые дан-

ные правого столбца могут использоваться несколько раз или не использоваться 

вообще.  

Начало предложения Окончание 

предложе-

ния 

A. Остаток от деления (–13) на 3 равен … 

B. Максимальное количество пар взаимно простых чисел из набора 1, 2, 3, 

6, 7 равно … 

C. Степень сравнения ( )3 248 24 3 1 0 mod12x x x− + +   равна… 

D. Произведение НОК(40, 12) ⸱ НОД(40, 12) равно …  

1) 480 

2) 7 

3) –1 

4) 3 

5) 1 

6) 2 

7) 8 

 

Вопрос 3. Найти остаток от деления 
42343  на 17: 

A) 5; 

B) 8; 

C) 9; 

D) 4; 

E) 1. 

 

Вопрос 4. Найти φ(7) φ(44)+ , где  φ( )n  – функция Эйлера. 

 

Вопрос 5. В кольце классов вычетов ℤ/21ℤ найти класс, равный 3 8 7 5. +   

 

Вопрос 6. Из перечисленных ниже пар в кольце ℤ/25ℤ выбрать пару взаимно 

обратных элементов:  

A) (18; 8) ; 

B) (11; 12) ; 

C) (23; 6) ; 
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D) (9; 6) ; 

E) (18; 7) . 

 

Вопрос 7. В кольце ℤ/602ℤ найти класс, обратный к классу 11. 

 

Вопрос 8. Укажите числа, для которых сравнение ( )moda b m  верно: 

A) 47, 13, 7a b m= = = ; 

B) 22, 13, 5a b m= = = ; 

C) 73, 29, 11a b m= = = ; 

D) 19, 8, 3a b m= = = ; 

E) 67, 7, 9a b m= = = . 

 

Вопрос 9. Одним из решений сравнения ( )123 51 mod15x   является: 

A) 15 ⋅ 𝑡 + 7,  𝑡 ∈ ℤ; 

B) 15 ⋅ 𝑡 + 13, 𝑡 ∈ ℤ; 

C) 15 ⋅ 𝑡 + 1,     𝑡 ∈ ℤ; 

D) 15 ⋅ 𝑡 + 5,     𝑡 ∈ ℤ; 

E) 15 ⋅ 𝑡 + 11, 𝑡 ∈ ℤ. 

 

Вопрос 10*. Сколько решений имеет сравнение  ( )24 48 mod84x   ? 

A) 1; 

B) 0; 

C) 84; 

D) 12; 

E) 24. 

 

Ключ к тесту: 

 

Номер 

вопроса 

Ответ 

1 D 

2 A6B7C5D1 

3 В 

4 26 

5 17 

6 Е 

7 219 

8 С 

9 A 

10 D 
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ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ № 1 

«ОСНОВЫ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ» 

 

1. Найти НОД ( , )a b  и НОК ( , )a b , воспользовавшись: a) алгоритмом  

Евклида; б) канонической факторизацией чисел. 

2. С помощью расширенного алгоритма Евклида найти целые u, v, удовле-

творяющие соотношению Безу:  НОД( , ).au bv a b+ =   

3. Найти остаток от деления данного числа на заданное простое число. 

4. Построить таблицы сложения в кольце: а) ℤ/kℤ; б) ℤ/nℤ.  

5. Построить таблицы умножения в кольце: а) ℤ/kℤ; б) ℤ/nℤ. 

 В кольцах ℤ/kℤ и ℤ/nℤ найти пары взаимно обратных относительно умно-

жения элементов. 

6. Вычислить φ( ), φ( )k n  для ,k n  из четвертого задания, φ( )a  – для целого a из 

первого задания.  

7. Решить систему уравнений в кольце классов вычетов: а) ℤ/pℤ; б) ℤ/sℤ;   

в) ℤ/nℤ.  

 

Вариант 1 

1–2.  a = 1139, b =3267.   

3. Остаток от деления   20011998   на  29. 

4–6. 11; 24.k n= =   

7. 11; 25.p s= =   

 а) 
2 + 4 =10;

6 8;

x y

x y =




+
 б) 

5 4 3 4;

6 5 2 3;

9 8 15 6;

x+ y + z =

x+ y + z =

x+ y + z =







 в) 
13 + 5 = 11;

7 11 13.

x y

x y =




+

 

 

Вариант 2 

1–2.  a = 5901, b =4801.   

3. Найти остаток от деления 
20032005  на 17. 

4–6. 13; 18.k n= =   

7. 13; 49.p s= =   

а) 
3 6 12;

4 6 4;

x y=

x+ y=

 +



 б) 

3 2 10;

4 2 12;

5 3 14;

x+ y+ z =

x+ y+ z =

x+ y+ z =







  в) 
13 + 5 = 11;

7 11 13.

x y

x y =




+
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Вариант 3 

1–2. a = 6042, b =  3648.   

3. Найти остаток от деления 20052001  на 17. 

4–6. 23; 12.k n= =   

7. 23; 24.p s= =   

а) 
17 3 2;

5 16 11;

x+ y =

x+ y =





 б) 

3 2 3;

2 5 4 1;

8 3 4;

x+ y + z =

x+ y + z =

x+ y + z =







 в) 
13 + 5 = 11;

7 11 13.

x y

x y =




+

 

 

Вариант 4 

1–2. a = 2397, b =4317.   

3. Найти остаток от деления 29982004  на 19. 

4–6. 17; 21.k n= =   

7. 17; 25.p s= =   

а) 
13 7 2;

6 8 15;

x+ y =

x y =




+
 б) 

3 2;

4 6 5;

8 3 2 3;

x+ y + z =

x+ y + z =

x+ y + z =







 в) 
13 + 5 = 11;

7 11 13.

x y

x y =




+

 

 

Вариант 5 

1–2. a =  9183, b =  3389.  

3. Найти остаток от деления 
20051999  на 23. 

4–6. 19; 26.k n= =   

7. 19; 49.p s= =   

а) 
14 12 5;

11 14 2;

x+ y =

x+ y =





 б) 

3;

2 5 3 1;

3 2 2 8;

x+ y+ z =

x+ y+ z =

x+ y+ z =







 в) 
13 + 5 = 11;

7 11 13.

x y

x y =




+

 

 

Вариант 6 

1–2. a = 5361, b =1962.   

3. Найти остаток от деления 20011998  на 19. 

4–6. 13; 27.k n= =   

7. 13; 28.p s= =   
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а) 
5 7 12;

4 9 10;

x+ y =

x+ y =





 б) 

2 2;

3 3 2 6;

2 24 9;

x+ y + z =

x+ y + z =

x+ y + z =







 в) 
13 + 5 = 11;

7 11 13.

x y

x y =




+

 

 

Вариант 7 

1–2. a =  7964, b =  1698.  

3. Найти остаток от деления 
20041997  на 17.  

4–6. 7; 28.k n= =   

7. 19; 49;p s= =   

а) 
5 3 6;

4 3 5;

x+ y =

x+ y =





 б) 

2 4 1;

4 6 0;

2 8 4 47;

x+ y + z =

x+ y + z =

x+ y + z =







 в) 
13 + 5 = 11;

7 11 13.

x y

x y =




+

 

 

Вариант 8 

1–2. a =  8348, b =  5591.  

3. Найти остаток от деления 20031996  на 11.  

4–6. 29; 12.k n= =   

7. 29; 35;p s= =   

а) 
15 24 17;

14 13 15

x+ y =

x+ y = ;





 б) 

2 2;

2 4 1;

5 4 7 4;

x+ y + z =

x+ y + z =

x+ y + z =







 в) 
13 + 5 = 11;

7 11 13.

x y

x y =




+

 

 

Вариант 9 

1–2. a =  16254, b =  1290.  

3. Найти остаток от деления 19982006  на 19. 

4–6. 23; 14.k n= =   

7. 𝑝 = 23;  𝑠 = 35;  

а) 
15 10 17;

18 19 20;

x+ y =

x+ y =





 б) 

3 4 1;

2;

2 34 2 7;

x+ y + z =

x+ y + z =

x y + z =




 +

  в) 
13 + 5 = 11;

7 11 13.

x y

x y =




+

 

 

Вариант 10 

1–2. a =  6377, b =  9568.  

3. Найти остаток от деления 
19992010  на 17 числа. 
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4–6. 31; 12.k n= =   

7. 31; 38;p s= =   

а) 
25 29 30;

14 8 27;

x+ y =

x+ y =





 б) 

34 3 5;

2 31 2 3;

3 30 4 9;

x+ y+ z =

x+ y+ z =

x+ y+ z =







 в) 
13 + 5 = 11;

7 11 13.

x y

x y =




+

 

  

Вариант 11 

1–2. a =  7955, b =  2315.   

3. Найти остаток от деления 19992005 на 19. 

4–6. 17; 30.k n= =   

7. 17; 36;p s= =   

а) 
15 8 16;

14 13 7;

x+ y =

x+ y =





 б) 

34 7;

33 35 2;

5 27 30 1;

x+ y+ z =

x+ y+ z =

x+ y+ z =







 в) 
13 + 5 = 11;

7 11 13.

x y

x y =




+

 

 

Вариант 12 

1–2. a =  1688, b =  1826.  

3. Найти остаток от деления 20041995 на 16. 

4–6. 29; 9.k n= =   

7. 29; 49;p s= =   

а) 
5 7 16;

21 25 17;

x+ y =

x+ y =





 б) 

6;

2 48 1;

3 5 46 1;

x+ y+ z =

x+ y+ z =

x+ y+ z =







  в) 
13 + 5 = 11;

7 11 13.

x y

x y =




+

 

 

Вариант 13 

1–2. a =  2411, b =  6187. 

3. Найти остаток от деления 19992011 на 17. 

4–6. 17; 22.k n= =   

7. 17; 25;p s= =   

а) 
14 4 11;

12 15 13;

x+ y =

x+ y =





 б) 

22 8 5;

2 18 9 1;

3 19 7 4;

x+ y+ z =

x+ y+ z =

x+ y+ z =







 в) 
13 + 5 = 11;

7 11 13.

x y

x y =




+
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Вариант 14 

1–2. a =  3562, b =  3128. 

3. Найти остаток от деления 20042005  на  19. 

4–6. 19; 14.k n= =   

7. 19; 40;p s= =   

а) 
14 18 17;

2 10 4;

x+ y =

x+ y =





 б) 

33 4 4;

2 34 3 6;

4 31 2 7;

x+ y+ z =

x+ y+ z =

x+ y+ z =







 в) 
13 + 5 = 11;

7 11 13.

x y

x y =




+

 

 

Вариант 15 

1–2. a =  7409, b =  6793.  

3. Найти остаток от деления 20022005 на 29. 

4–6. 23; 16.k n= =   

7. 23; 49;p s= =   

а) 
4 8 13;

12 19 7;

x+ y =

x+ y =





 б) 

2 1;

4 6 3 2;

8 4 8 3

x+ y+ z =

x+ y+ z =

x+ y+ z = .







 в) 
13 + 5 = 11;

7 11 13.

x y

x y =




+
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МОДУЛЬ № 2. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ГРУПП 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ ПО ТЕМЕ  

«ОСНОВЫ ТЕОРИИ ГРУПП»1 

 

§ 1. Группы и подгруппы. Циклические группы 

 

Рассмотрим множество А, природу элементов которого не будем конкрети-

зировать, поскольку ими могут быть, например, числа, матрицы, отображения. В 

дальнейшем будем рассматривать некоторое абстрактное множество А c элемен-

тами произвольной природы.  

Определение 2.1. Бинарной алгебраической операцией на множестве А 

называют правило, по которому каждой упорядоченной паре элементов ( ),a b  

множества А ставится в соответствие единственный вполне определенный 

элемент этого множества c. 

Пример 2.1. На числовых множествах действительных чисел ℝ и комплекс-

ных чисел ℂ бинарными операциями будут операции сложения, вычитания и 

умножения их элементов.   

Пример 2.2. На множестве свободных векторов пространства ℝ3 заданы опе-

рации скалярного и векторного произведения векторов. Скалярное произведение 

не является алгебраической операцией, так как ее результатом является число, 

не принадлежащее исходному множеству векторов, в то время как векторное 

произведение, результатом которого будет вектор этого же пространства, явля-

ется бинарной алгебраической операцией.  

Бинарную алгебраическую операцию на множестве А будем далее обозна-

чать символом «⸰»:  

a b c= , 

где , ,a b c A .  

Определение 2.2. Группой называется множество G элементов произ-

вольной природы, на котором задана бинарная алгебраическая операция, назы-

ваемая также групповой операцией и удовлетворяющая следующим аксиомам: 

1) ассоциативность групповой операции:  

, ,a b c G  имеет место ( ) ( )a b c a b c= ;  

2) существование нейтрального элемента: 

:e G a e e a a a G  = =   ; 

3) существование для всякого элемента а обратного, или симметричного, 

к нему элемента: 
1 1 1:a G a G a a a a e− − −    = = . 

Для обозначения групповой операции вместо символа «⸰» используют либо 

точку, либо знак сложения (+). В первом случае групповую операцию называют 

 
1 При подготовке данного раздела использовались следующие источники: [5, 6, 15, 16, 21]. 



 

48 

умножением, саму группу – мультипликативной, нейтральный элемент обозна-

чают 1, а обратный к элементу a обозначают 1a− . Во втором случае групповую 

операцию называют операцией сложения, группу – аддитивной, нейтральный 

элемент обозначают 0, а обратный к элементу a называют противоположным и 

обозначают – a. Эти определения представлены в таблице 2. 

Таблица 2 

Типы групп по групповой операции 

 
Обозначе-

ние 

групповой 

операции 

Название 

групповой 

операции 

Название группы Нейтральный 

элемент 

Симметричный 

элемент к a 

         + Сложение Аддитивная 0 – нуль –a – противоположный 

· Умножение Мультипликативная 1 – единица 1
a

−
 – обратный 

 

Замечание. Для обозначения группы G с указанной групповой операцией 

«⸰» будем использовать запись (G, ⸰), тогда (G, +) – группа с операцией сложения, 

а (G, ∙) – группа с операцией умножения. 

Пример 2.3. Множество действительных чисел ℝ является группой относи-

тельно операции сложения. Это аддитивная группа. Однако относительно опера-

ции умножения то же множество нельзя назвать группой: наличие элемента нуль, 

не имеющего обратного, нарушает выполнение третьей аксиомы определения 

группы. Исключив нуль из множества действительных чисел, получим множе-

ство ℝ/{0}, являющееся мультипликативной группой.  

Пример 2.4. Операция сложения классов вычетов по модулю n удовлетво-

ряет всем аксиомам групповой операции, следовательно, множество ℤ/nℤ клас-

сов вычетов по модулю n образует аддитивную группу. Будем обозначать ее  

(ℤ/nℤ, +).  

По количеству элементов группы делятся на конечные и бесконечные.  

Определение 2.3. Порядком конечной группы G называется число элемен-

тов в группе. Порядок группы обозначается |G|.  

Пример 2.5. Аддитивная группа (ℝ, +) является бесконечной группой,  

так как содержит бесконечное число членов. Группа (ℤ/nℤ, +) содержит n классов 

вычетов, следовательно, она является конечной, а ее порядок равен n.  

По свойствам групповой операции группы делятся на коммутативные и не-

коммутативные.  

Определение 2.4. Коммутативная, или абелева, группа – это группа G, 

бинарная алгебраическая операция которой коммутативна: 

,a b G  имеет место a b b a= . 

Пример 2.6. Группы (ℤ/nℤ, +) и (ℝ, +) являются абелевыми группами в силу 

коммутативности операции сложения. 

Пример 2.7. Несмотря на разделение групп на мультипликативные и адди-

тивные, групповая операция не обязательно должна быть стандартной операцией 
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сложения или стандартной операцией умножения. Рассмотрим множество ли-

нейных функций, определенных на всем множестве действительных чисел:  

𝑀 = {𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏|𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎 ≠ 0,−∞ < 𝑥 < +∞}. 
Введем операцию над элементами этого множества как композицию функ-

ций:  

( ) ( ) ( )( ),f x g x M f g f g x  = . 

Убедимся, что эта операция является бинарной алгебраической операцией, 

т. е. композиция линейных функций также является линейной функцией. Пусть 
( )f x ax b= + , а ( )g x cx d= + . Тогда: 

( )( ) ( ) ( )

const, 0

const

.

f g f g x f cx d a cx d b acx ad b

ac m m

ad b n

mx n M

= = + = + + = + + =

= =  
= =
 + = = 

= + 

 

Согласно общим свойствам отображений, частным случаем которых явля-

ются рассматриваемые линейные функции, композиция отображений обладает 

свойством ассоциативности.  

В качестве нейтрального элемента выберем функцию ( )e x x= :  

( )( ) ( )

( )( ) ( ) .

g M e g e g x e cx d cx d g

g e g e x g x g

  = = + = + =

= = =

;
 

Каждая линейная функция является взаимно однозначной. Как известно, 

для каждой взаимно однозначной функции существует обратная ей. Так, для 

функции ( )f x ax b= +  обратной будет являться функция ( ) ( )1 /f x x b a− = − : 

( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1 1

1 1

1
.

b b
f M f f f f f x a x b x e

a a a a
b

f f f f f ax b ax b x e
a a

− −

− − −

   
  = = − = − + = =   

   

= = + = + − = =

;
 

Таким образом, все три аксиомы групповой операции выполнены, следова-

тельно, рассматриваемое множество линейных функций образует группу отно-

сительно операции композиции функций. Очевидно, что эта операция не явля-

ется непосредственным умножением ( )f x  на ( )g x . Тем не менее описанная 

группа считается мультипликативной.  

Определение 2.5. Подгруппой H группы G называется непустое подмно-

жество группы G, являющееся группой относительно той же операции, кото-

рая определена в группе G.  

Пример 2.8. Множество действительных чисел ℝ является группой относи-

тельно сложения, ее подмножество ℤ целых чисел – также группа относительно 

сложения, следовательно, является подгруппой аддитивной группы (ℝ, +). 

Замечание. Существует ряд понятий и свойств, общих для мультипликатив-

ных и аддитивных групп. Не ограничивая общности рассуждений, в данном мо-
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дуле везде далее будем использовать мультипликативную запись групповой опе-

рации и называть операцию произведением. Естественно, что в аддитивных 

группах операция будет сложением, а симметричный элемент будет являться 

противоположным к данному. 

Теорема 2.1 (критерий подгруппы). Для того чтобы непустое подмноже-

ство H группы G являлось ее подгруппой необходимо и достаточно, чтобы вы-

полнялись два условия: 1) произведение любых двух элементов подмножества H 

также должно принадлежать этому подмножеству: ,a b H a b H     ;  

2) для любого элемента подмножества H обратный к нему также должен при-

надлежать подмножеству H: 1a H a H−    .   

Пример 2.9. Рассмотрим аддитивную группу целых чисел (ℤ, +). Ее подмно-

жество чисел, состоящее из чисел, кратных некоторому числу n, задается как 

{qn | q ∈ ℤ} и образует ее подгруппу. Проверим выполнение критерия подгруппы. 

Действительно, для любых двух чисел, кратных n, их сумма также кратна n:  

                  ∀𝑞1, 𝑞2 ∈ ℤ     𝑞1𝑛 + 𝑞2𝑛 = 𝑞3𝑛 ∈{qn | q ∈ ℤ}. 

Очевидно, что число, противоположное кратному n, также кратно n. Таким 

образом, все условия критерия подгруппы выполнены, и подмножество               

{qn | q ∈ ℤ} является подгруппой группы (ℤ, +).  

Из определения подгруппы следует, что подгруппами являются сама группа 

G и ее нейтральный элемент H = {e}. Эти две подгруппы называются тривиаль-

ными или несобственными.  

Определение 2.6. Собственная подгруппа H группы G – подгруппа, не сов-

падающая ни с G, ни с {e}.  

Определение 2.7. Рассмотрим мультипликативную группу G и ее элемент 

a, n – целое число. Введем обозначения  

( )
 множителей

1

1, 0

, 0

, 0.

n

n

n

n

a a a a n

a n
−

−


 =


=    

 

 

Элемент na , обозначенный таким образом, будем называть n-й степенью 

элемента a.  

Замечание. В случае аддитивной группы под n-й степенью элемента a бу-

дем понимать  

( )
 слагаемых

0, 0

, 0

, 0.

n

n

n

n

a a a a n

a n−


=


= + + + 

− 

 

Определение 2.8. Порядком элемента а группы G называется наименьшее 

натуральное число n, такое, что 1na = . Если такого числа n не существует, то 

говорят, что элемент а имеет бесконечный порядок.  
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Пример 2.10. В аддитивной группе (ℤ/3ℤ, +) элемент 1 имеет порядок 3,  

так как 1 1 1 3 0+ + = = . 

Теорема 2.2. Множество всевозможных целых степеней элемента а 

группы G {𝑎𝑛|𝑛 ∈ ℤ} образует абелеву подгруппу группы G. Эта подгруппа назы-

вается циклической, порожденной элементом a.  

Циклическая подгруппа, порожденная элементом a, обозначается a  :  

     < 𝑎 > = {𝑎𝑛|𝑎 ∈ 𝐺, 𝑛 ∈ ℤ}. 

Теорема 2.3. Циклическая подгруппа, порожденная элементом a конечного 

порядка n, содержит n элементов.  

Иными словами, если порядок элемента конечен, то он порождает цикличе-

скую подгруппу того же порядка.  

Пример 2.11. В аддитивной группе (ℤ/10ℤ, +) элемент 2  имеет порядок 5: 

2 2 2 2 2 10 0+ + + + = = , циклическая подгруппа, порожденная этим элементом, 

содержит пять элементов:  

 2,2 2 4,2 2 2 6,2 2 2 2 8,2 2 2 2 2 10 .a  = + = + + = + + + = + + + + =   

Определение 2.9. Циклическая группа G – группа, которая содержит та-

кой элемент a, что порожденная им циклическая подгруппа совпадает с G: 

a G  = . Такой элемент называется генератором группы. 

Пример 2.12. Аддитивная группа (ℤ/nℤ, +) является циклической, так как 

каждый ее элемент может быть представлен в виде степени элемента 1, не пре-

восходящей n: 

 слагаемых

1 1 1.
k

k = + + +  

Таким образом, класс 1 является генератором группы (ℤ/nℤ, +).  

Свойства циклических групп: 

1) всякая циклическая группа является абелевой; 

2) каждая подгруппа циклической группы есть циклическая группа; 

3) элемент 
ka  в циклической группе a   порядка m порождает подгруппу 

порядка m / НОК(m, n); 

4) конечная циклическая группа a   порядка m имеет φ(m) генераторов 

группы, где φ(m) – функция Эйлера от m.  

Определить, является ли группа циклической, в общем случае можно, лишь 

отыскав непосредственной проверкой ее генератор. Для произвольно взятой 

группы это трудоемкий процесс. Однако для некоторых частных случаев групп 

его можно не проводить, так как для них указаны достаточные условия их цик-

личности. 

Определение 2.10. Мультипликативная группа кольца классов вычетов 

ℤ/nℤ – множество обратимых классов вычетов с введенной на нем операцией 

умножения классов. Обозначается ℤ/nℤ*. 

Пример 2.13. Мультипликативную группу кольца вычетов ℤ/6ℤ образуют 

два обратимых класса 1и 5 . Других обратимых классов вычетов нет: 
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ℤ/6ℤ∗ = {1̄, 5̄}. 

Теорема 2.4. Если kn p= , где 2p   и является простым, k – натуральное 

число, или 2kn = , где k равно 1 или 2, то мультипликативная группа ℤ/nℤ* явля-

ется циклической.  

Обобщая изложенные в этом параграфе определения и свойства групп, 

можно заключить, что каждую группу (подгруппу) можно охарактеризовать по 

четырем категориям: тип групповой операции, число элементов, коммутатив-

ность групповой операции, цикличность. За исключением связи аддитивных и 

циклических групп с абелевыми (всякая циклическая группа абелева, и всякая 

аддитивная группа абелева), эти категории являются независимыми. Схематич-

ное изображение всех типов групп представлены на рис. 3.  

 

 
Рис. 3. Схема классификации групп по различным признакам 

 

Любая группа (подгруппа) может быть охарактеризована по каждой катего-

рии. Например, группа (ℤ/nℤ,+) – аддитивная, конечная, абелева и циклическая.  
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§ 2. Подстановки. Симметрические группы 

 

Рассмотрим конечное множество Ω из n элементов произвольной природы. 

Каждому из элементов присвоим его порядковый номер, и в дальнейшем будем 

различать элементы по их порядковым номерам:  1, ,n = .  

Определение 2.11. Подстановка на конечном множестве Ω – взаимно од-

нозначное отображение множества Ω в самого себя, т. е. правило, по которому 

каждому элементу множества Ω (прообразу) ставится в соответствие вполне 

определенный элемент этого же множества (образ), причем для любых двух 

различных прообразов их образы также различны.  

Замечание. Образ и прообраз могут совпадать. 

Поскольку множество Ω конечно, то одним из способов задания подста-

новки является непосредственное перечисление пар «прообраз – образ». Это пе-

речисление записывается в виде двух строк, в верхней указываются элементы 

множества Ω, упорядоченные по возрастанию номера, в нижней строке под каж-

дым элементом записывается соответствующий ему образ.  

Пример 2.14. Рассмотрим подстановку f на множестве из пяти элементов:  

1 2 3 4 5

4 1 3 5 2
f

 
=  
 

. 

Из этой записи видим, что образом элемента 1 является элемент 4. Также 

говорят, что подстановка f переводит 1 в 4 и пишут f(1) = 4. 

Зафиксируем число элементов n множества Ω и рассмотрим всевозможные 

подстановки на таком множестве. Введем операцию умножения двух подстано-

вок как композицию соответствующих отображений: ( )( ) ( ( )).gf i g f i=  

Пример 2.15. Найти произведение подстановок gf, если  

1 2 3

3 1 2
f

 
=  
 

; 
1 2 3

3 2 1
g

 
=  
 

. 

Для каждого элемента вычислим его образ при композиции gf: 

gf(1) = g(f(1)) = g(3) = 1; 

gf(2) = g(f(2)) = g(1) = 3; 

gf(3) = g(f(3)) = g(2) = 2. 

Запишем полученные результаты в виде двух строк:  

1 2 3

1 3 2
gf

 
=  
 

. 

Операция умножения подстановок обладает свойством ассоциативности (но 

в общем случае не обладает свойством коммутативности). Нейтральным элемен-

том на множестве подстановок является тождественная подстановка e, переводя-

щая каждый элемент в самого себя: e(i) = i. Поскольку всякая подстановка – вза-

имно однозначное отображение, то из общих свойств отображений следует, что 

для любой подстановки f найдется такая подстановка 1f − , что 1 1 ,f f ff e− −= =   
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т. е. для любой подстановки существует обратная к ней 1f − . Из наличия группо-

вых свойств элементов множества подстановок вытекает следующая теорема.  

Теорема 2.5. Множество подстановок на заданном конечном множестве 

n элементов образует группу относительно операции умножения. Эта группа 

называется симметрической на n элементах и обозначается Sn.  

Порядок симметрической группы nS  равен n! 

Каждая подстановка f порождает конечную циклическую подгруппу < f >. 

Порядок этой подгруппы и подстановки, входящие в эту подгруппу, можно по-

лучить, разложив подстановку на циклы.  

Определение 2.12. Циклом длины k называется подстановка вида 

2

( ) ... ( )

( ) ( ) ...

k

k

i f i f i
f

f i f i i

 
=  
 

, 

где f – некоторая подстановка из группы nS . Также говорят, что элементы 

, ( ), ..., ( )ki f i f i  являются 
f -эквивалентными.  

Цикл также обозначается одной строкой ( ( ) ... ( ))ki f i f i . 

Определение 2.13. Транспозицией называется цикл длиной 2.  

Пример 2.16. Выписать цикл, содержащий элемент 4, из подстановки  

 
1 2 3 4 5 6 7 8 9

.
6 9 5 3 1 7 4 2 8

f
 

=  
 

 

В данном примере i = 4. Найдем по двустрочной таблице следующие об-

разы:  

f(i) = f(4) = 3;  

f 2(i) = f 2(4) = f(3) = 5;  

f 3(4) = f(5) = 1;  

f 4(4) =f(1)= 6;  

f 5(4) = f(6) = 7;  

f 6(4) = f(7) = 4.  

Таким образом, мы получили для i = 4 f k(i) = f 6(i) = i, значит, цикл замкнулся. 

Поскольку k = 6, то полученный цикл имеет длину 6. Выпишем его в виде под-

становки, опуская те элементы, на которые цикл действует тождественно (не во-

шедшие в цепочку 4→3→5→1→6→7→4):  

( )
4 3 5 1 6 7

435167 .
3 5 1 6 7 4

 
= 

   

Как правило, выписывая из подстановки цикл, начинают с наименьшего но-

мера, поэтому тот же цикл записывают как (167435).  

Можно показать, что каждый элемент множества Ω входит только в один 

цикл, и, таким образом, множество Ω разбивается с помощью подстановки f на 

непересекающиеся классы. Каждый такой класс состоит из элементов, входящих 

в один цикл, и называется f-орбитой.  
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Определение 2.14. Независимые, или непересекающиеся, циклы – это 

циклы, не содержащие общих элементов.  

Поскольку каждый цикл – частный случай подстановки, циклы также 

можно умножать друг на друга по общим правилам умножения подстановок. 

При записи произведения циклов, как правило, не указывают циклы длиной 1, 

поскольку такой цикл соответствует тождественной подстановке. Произведение 

независимых циклов обладает свойством коммутативности. 

Теорема 2.6. Каждая подстановка f раскладывается в произведение неза-

висимых циклов длиной не менее двух. Это разложение определено однозначно с 

точностью до порядка следования независимых циклов.   

Теорема 2.7. Любую подстановку f можно представить в виде произведе-

ния транспозиций. Любые два разложения данной подстановки в произведения 

транспозиций содержат либо четное число сомножителей, либо нечетное. 

Определение 2.15. Четная (нечетная) подстановка f  – это подста-

новка, разложение которой в произведение транспозиций содержит четное (не-

четное) количество сомножителей. 
 

§ 3. Смежные классы по подгруппе. Теорема Лагранжа 

 

Рассмотрим собственную подгруппу H группы G.  

Определение 2.16. Левым смежным классом по подгруппе H называется 

подмножество aH G  всех произведений вида a h , где a – фиксированный эле-

мент группы G, h – любой элемент из подгруппы H:  |aH ah h H=  . Правым 

смежным классом называется подмножество Ha G , где a – фиксированный 

элемент группы G, такое, что  |Ha ha h H=  . 

Пример 2.17. В примере 2.9, сопровождающем теорему 2.1, было показано, 

что подмножество H = {h = qn | q ∈ ℤ} целых чисел, кратных заданному числу n, 

является подгруппой аддитивной группы (ℤ, +). Выберем фиксированное целое 

число k и построим левый смежный класс по подгруппе H. Этот смежный класс 

образуют всевозможные суммы вида 𝑘 + 𝑞𝑛, 𝑞 ∈ ℤ. Несложно убедиться, что все 

элементы данного смежного класса попарно сравнимы между собой по модулю 

n, и при этом все числа, сравнимые по модулю n с числом k, попали в этот класс. 

Из этого следует, что смежный класс kH совпал с классом вычетов k .  

В случае если левый класс aH совпадает с правым классом Ha, т. е. aH = 

= Ha, такой класс называют двусторонним. В частности, всякий смежный класс 

в абелевой группе является двусторонним.  

Теорема 2.8. Пусть H – собственная подгруппа группы G. Тогда два левых 

смежных класса aH и bH равны между собой тогда и только тогда, когда произ-

ведение 
1a b−

 принадлежит подгруппе H. Для равенства двух правых смежных 

классов Ha и Hb необходимо и достаточно, чтобы 
1ba−
 принадлежало подгруппе 

H.  
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Теорема 2.9. Пусть H – собственная подгруппа группы G. Тогда любые два 

левых (правых) смежных класса либо совпадают, либо не пересекаются.  

Теорема 2.10. Группа G является объединением непересекающихся смеж-

ных классов группы G по собственной подгруппе H.  

С остальными свойствами смежных классов можно ознакомиться в пособии [20].  

Представление конечной группы G в виде объединения непересекающихся 

левых (правых) смежных классов G по H называют разложением Лагранжа. 

Пример 2.18. Множество целых чисел является объединением классов вы-

четов по модулю n. Как было показано выше, класс вычетов можно рассматри-

вать как смежный класс по подгруппе чисел, кратных n, тогда можно также ска-

зать, что аддитивная группа целых чисел ℤ является объединением смежных 

классов по подгруппе 𝐻 = {ℎ = 𝑞𝑛|𝑞 ∈ ℤ}. 
Определение 2.17. Фактор-множеством (левым) группы G по подгруппе 

H называется множество левых смежных классов и обозначается через G/H.  

Пример 2.19. Множество классов вычетов по модулю n является фактор-

множеством аддитивной группы целых чисел ℤ по подгруппе H чисел, кратных 

числу n.   

Определение 2.18. Мощность множества G/H называется индексом под-

группы H и обозначается через  :G H . В частности, индекс подгруппы H равен 

числу левых смежных классов, если это число конечно.  

Теорема 2.11 (Лагранжа). Если H – подгруппа группы G, то порядок группы 

равен произведению порядка подгруппы H на ее индекс:  : .G H G H=   

Следствие 1. Порядок подгруппы делит порядок конечной группы. 

Следствие 2. Порядок любого элемента группы делит порядок конечной 

группы.  

Следствие 3. Если порядок группы является простым числом, то эта группа 

является циклической.  

В приведенных выше примерах была показана параллель между смежными 

классами и классами вычетов как частным случаем смежных классов. Операция 

сложения – это групповая операция аддитивной группы чисел, на которой по-

строено множество классов вычетов. Как известно, на множестве классов выче-

тов также определена операция сложения, относительно которой это множество 

образует группу. Всегда ли можно построить группу на множестве G/H смежных 

классов по подгруппе H группы G, т. е. всегда ли можно задать ту же операцию 

над смежными классами, что задана над элементами группы G? Вообще говоря, 

ответ отрицательный, но если потребовать от подгруппы H дополнительных 

условий, то на множестве G/H можно ввести групповую операцию группы G.  

Определение 2.19. Подгруппа H группы G называется нормальной под-

группой или нормальным делителем группы G, если для любого элемента g 

группы G и любого элемента h подгруппы H элемент 1g hg H−  .  

Нормальная подгруппа H обозначается  H G .  
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Теорема 2.12 (критерий нормальной подгруппы). Подгруппа H является 

нормальной подгруппой группы G тогда и только тогда, когда любой левый 

смежный класс aH по подгруппе совпадает с правым смежным классом Ha,  

т. е. является двусторонним.  

Из критерия нормальной подгруппы следует, что любая подгруппа абелевой 

группы является нормальной.  

Благодаря введению нормальной подгруппы как подгруппы с определен-

ными характеристиками, становится возможным определить групповую опера-

цию над смежными классами по заданной нормальной подгруппе H. 

Определение 2.20. Произведением двух левых смежных классов aH и bH 

по нормальной подгруппе H произвольной группы G называется смежный класс 

abH.  

Таким образом, на множестве смежных классов по нормальной подгруппе 

задана операция умножения. Можно показать, что ее результат – смежный класс 

abH не зависит от выбора представителей классов aH и bH.  

Замечание. В общем случае под умножением смежных классов понимают 

ту же операцию, что определена над элементами группы G, поскольку результат 

операции над смежными классами полностью определяется операцией над их 

представителями – элементами группы G. Поэтому операцию над смежными 

классами называют индуцированной на фактор-множестве G/H.  

Теорема 2.13. Если H – нормальная подгруппа произвольной группы G, то 

G/H – множество всех левых смежных классов по подгруппе H является группой 

относительно операции умножения. Эта группа называется фактор-группой 

G по H.  

Для фактор-группы смежный класс eH = H служит нейтральным элементом, 

а обратным к смежному классу aH является смежный класс a–1H.  

Пример 2.20. Как было указано выше, множество классов вычетов по мо-

дулю n – это фактор-множество аддитивной группы целых чисел (ℤ, +) по под-

группе H чисел, кратных n. В силу того, что группа (ℤ, +) является абелевой, 

указанная подгруппа H – нормальная подгруппа. Также известно, что определена 

операция сложения классов вычетов (смотри модуль 1, § 5) через сложение пред-

ставителей двух классов. Иными словами, на фактор-множестве группы (ℤ, +) по 

нормальной подгруппе H задана индуцированная операция сложения. Тогда со-

гласно теореме 2.13, фактор-множество классов вычетов образует фактор-

группу относительно индуцированной операции сложения.  
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ТИПОВЫЕ ЗАДАНИЯ ПО ТЕМЕ «ОСНОВЫ ТЕОРИИ  

ГРУПП» С ОБРАЗЦАМИ РЕШЕНИЙ 

 

Задание 1. Выяснить, является ли группой множество с заданной опера-

цией: 

A) многочлены степени n от неизвестной x с действительными коэффици-

ентами и операцией сложения; 

Б) положительные действительные числа с операцией « », заданной следу-

ющим образом: ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ+ 𝑎 ∘ 𝑏 = 𝑎2𝑏2; 

В) степени данного действительного числа a, 0, 1a   , с целыми показате-

лями относительно операции умножения; 

Г) многочлены степени не выше n (включая нуль) от неизвестной x с дей-

ствительными коэффициентами и операцией сложения. 

Решение 

А) Вначале проверим, является ли заданная операция бинарной 

алгебраической, т. е. всегда ли результат ее действия принадлежит исходному 

множеству. Многочлены степени n от неизвестного x с действительными коэф-

фициентами образуют множество: 

{𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0|𝑎𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 0,1, … , 𝑛, 𝑎𝑛 ≠ 0}. 

Рассмотрим сумму двух многочленов степени n, старшие коэффициенты ко-

торых противоположны: n na a= − . Тогда их сумма является многочленом сте-

пени меньшей n, а значит, исходному множеству не принадлежит. Следова-

тельно, указанная операция на данном множестве не является бинарной алгебра-

ической, а само множество многочленов степени n с действительными коэффи-

циентами относительно операции сложения не является группой. 

Б) В первую очередь убедимся, что результат операции принадлежит ука-

занному множеству: действительно, ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ+ 𝑎2𝑏2 ∈ ℝ+. Следовательно, 

определенная операция является бинарной алгебраической операцией. Проверим 

ассоциативность операции « »:  

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ+ (𝑎 ∘ 𝑏) ∘ 𝑐 = [𝑎 ∘ 𝑏 = 𝑑 ∈ ℝ+] = 𝑑 ∘ 𝑐 = 𝑑2𝑐2 = [𝑑 = 𝑎2𝑏2] =
= 𝑎4𝑏4𝑐2; 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ+ 𝑎 ∘ (𝑏 ∘ 𝑐) = [𝑏 ∘ 𝑐 = ℎ ∈ ℝ+] = 𝑎 ∘ ℎ = 𝑎2ℎ
2 = [ℎ = 𝑏2𝑐2] = 

= 𝑎2𝑏4𝑐4.  

Не  трудно  заметить,  что  для  произвольных  𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ+ (𝑎 ∘ 𝑏) ∘ 𝑐 ≠ 𝑎 ∘  
∘ (𝑏 ∘ 𝑐). Свойством ассоциативности заданная бинарная алгебраическая опера-

ция « » не обладает.  

Следовательно, указанное множество с введенной операцией « » не явля-

ется группой.  

В) Элементы указанного множества G находятся по формуле 𝑎𝑛, 𝑛 ∈ ℤ. Про-

верим, является ли введенная на G операция умножения бинарной алгебраиче-

ской: 

              ∀𝑛,𝑚 ∈ ℤ  𝑎𝑛 ⋅ 𝑎𝑚 = 𝑎𝑛+𝑚 ∈ 𝐺, так как ∀𝑛,𝑚 ∈ ℤ  𝑛 + 𝑚 ∈ ℤ. 
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Действительно, заданная операция на множестве G является бинарной ал-

гебраической.  

Ассоциативность операции умножения очевидна: 

∀𝑛,𝑚, 𝑘 ∈ ℤ  (𝑎𝑛 ⋅ 𝑎𝑚) ⋅ 𝑎𝑘 = 𝑎(𝑛+𝑚)+𝑘 = 𝑎𝑛+𝑚+𝑘 = 𝑎𝑛 ⋅ (𝑎𝑚 ⋅ 𝑎𝑘).  

В качестве нейтрального элемента множества G выберем 0 1a = . Действи-

тельно, для любого элемента множества 
na G  имеет место равенство 

0 0 .n n na a a a a =  =  

Так как ∀𝑛 ∈ ℤ   (−𝑛) ∈ ℤ, то для любого элемента na  во множестве G 

найдется и обратный к нему ( )
1

n na a G
−

−=  , в произведении с которым na  дает 

нейтральный элемент : 0n n n na a a a a− − =  = .  

Таким образом, выполнены все требования групповой операции, и заданное 

множество относительно умножения является группой.  

Г) В отличие от пункта «А» для элементов множества многочленов степени 

не выше n c действительными коэффициентами (включая нуль) нет требования, 

чтобы коэффициент при степени n (или какой-либо еще) был отличен от нуля. 

При сложении двух многочленов степени не выше n всегда получим многочлен 

также степени не выше n, следовательно, на этом множестве операция сложения 

является бинарной алгебраической. По свойствам суммы многочленов она также 

является ассоциативной. Нейтральным элементом является многочлен ( ) 0h x =

(многочлен нулевой степени). Тогда для каждого многочлена степени не выше n 

найдется противоположный ему:  

для любого 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0, 𝑎𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 суще-

ствует многочлен 𝑔(𝑥) = (−𝑎𝑛)𝑥𝑛 + (−𝑎𝑛−1)𝑥
𝑛−1 + ⋯+ (−𝑎1)𝑥 + (−𝑎0), та-

кой, что 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 0 ∀𝑥 ∈ ℝ.  

Следовательно, множество действительных многочленов степени не выше 

n (включая нуль) от неизвестного x относительно операции сложения является 

группой. ▲ 

Задание 2а. Вычислить коммутатор gffgh 11 −−=  для данных подстановок 

f  и g : 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 2 5 7 8 9 1 3 6
f

 
=  
 

 и 
1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 4 3 7 6 9 1 8 5
g

 
=  
 

. 

Решение 

Предварительно вычислим подстановки, обратные к f и g. Если подстановка 

f переводит 1 в 4, то обратная к ней 1f −  – 4 в 1, и так для всех элементов: 

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 2 5 7 8 9 1 3 6

f −           
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Так как аргументы, на которые действует 1f − , должны быть в первой 

строке, то для записи 1f −  надо первую и вторую строки в записи f поменять ме-

стами, а затем упорядочить столбцы по возрастанию: 

1
4 2 5 7 8 9 1 3 6 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9 7 2 8 1 3 9 4 5 6
f −    

= =   
   

. 

Аналогичным образом получим 1g −  – обратную к g: 

1
2 4 3 7 6 9 1 8 5 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9 7 1 3 2 9 5 4 8 6
g −    

= =   
   

. 

Приступим к вычислению коммутатора gffgh 11 −−= . Действия подстано-

вок проводятся в порядке справа налево, на первом шаге действует самая правая 

подстановка f. Например: 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 4 4

7 7 4 2.

g f gf g f g f g f g g f g

g f g f g

− − − − − − − −

− − − − −

= = = =

= = = =
 

Проведем вычисления для всех элементов. Слева от стрелок указываем, ка-

кую подстановку применяем: 

1

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 2 5 7 8 9 1 3 6

7 4 6 1 8 5 2 3 9

4 1 9 7 5 3 2 8 6

2 7 6 4 9 3 1 8 5

f

g

f

g

−

−

        

        

        

          

В конечном итоге имеем (выписываем первую строку и последнюю из всех 

преобразований):  

1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 7 6 4 9 3 1 8 5
g f gf− −  

=  
 

.▲ 

Задание 2б. Разложить в произведение циклов и транспозиций подстановку 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 2 5 7 8 9 1 3 6
f

 
=  
 

. Определить ее четность. 

Решение 

 Данная подстановка переводит 1 в 4, 4 в 7, а 7 – опять в 1. Таким образом, 

f(1) = 4, ( ) ( )( ) ( )24 1 1 7,f f f f= = =  ( ) ( )( ) ( )37 4 1 1f f f f= = = , т. е., действуя на 

элемент 1 подстановкой f несколько раз, проходим цикл 1 4 7 1f f f⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→  



 
61 

( )
( )

( )
( )2

2

1 1 1 4 71

1 1 4 7 11

f f

f f

   
=   
  

. 

Подстановка, которая действует на элементы 1, 4, 7 описанным выше обра-

зом, а на все остальные – тождественно, согласно определению 2.12, называется 

циклом длиной 3 и обозначается (147). Также говорят, что элементы 1, 4, 7 явля-

ются 
f -эквивалентными. 

Далее, видим, что подстановка f переводит 3 в 5, 5 в 8, а 8 опять в 3. Анало-

гично предыдущему случаю записываем цикл (358) – цикл длиной 3. Подста-

новка f также содержит цикл (69) – такой цикл длиной 2 называется транспози-

цией. Элемент 2 также образует цикл из одного элемента, совпадающий с тожде-

ственной подстановкой, при разложении ее не указывают. Таким образом, раз-

ложение в произведение циклов и транспозиций подстановки f имеет вид f = 

(147)(358)(69). Циклы в разложении не пересекаются, поэтому порядок записи 

не важен.  

Разложим цикл (147) в произведение транспозиций. Для этого запишем цикл 

в более развернутом виде 

1 4 7

4 7 1

 
 
 

 

и за несколько шагов от первой строки перейдем к последней, помня, что на каж-

дом шаге можно совершать только одну транспозицию, т. е. менять местами одну 

пару элементов: 

1 4 7

(14)

4 1 7

(17)

4 7 1

  

  

 

Слева от стрелок указаны применяемые транспозиции, выписывая которые 

снизу вверх, получим искомое разложение цикла: (147) = (17)(14). Обратим вни-

мание, что транспозиции пересекаются (обе имеют элемент 1), поэтому важен их 

порядок записи: правее всех должна быть записана транспозиция, действующая 

первой. Отметим также, что предложенное здесь разложение не единственно, 

например можно представить (147) = (14)(47). 

Аналогичным образом разложим в произведение транспозиций цикл (358): 

(358) = (38)(35).  

Разложение в произведение транспозиций подстановки f имеет вид: 

f = (147)(358)(69) = (17)(14)(38)(35)(69).  

Это разложение включает пять транспозиций – нечетное число, значит, и 

подстановка f является нечетной. ▲  
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Задание 2в. Вычислить произведение циклов и транспозиций 

( )( )( )( )6235 274 13 8295 . 

Решение 

Найдем результат композиции циклов и транспозиций аналогично пункту а, 

первым применяя цикл, записанный справа (он переводит 8 в 2, 2 в 9, 9 в 5,  

и 5 в 8, на все остальные элементы действует тождественно):  

( )

( )

( )

( )

1 2 3 4 5 6 7 8 9

8295

1 9 3 4 8 6 7 2 5

13

3 9 1 4 8 6 7 2 5

274

3 9 1 2 8 6 4 7 5

6235

5 9 1 3 8 2 4 7 6

        

        

        

          

Итог:  

( )( )( )( )
1 2 3 4 5 6 7 8 9

6235 274 13 8295
5 9 1 3 8 2 4 7 6

 
=  
 

. 

Заметим, для того чтобы узнать, как заданное произведение циклов и транс-

позиций действует только на один элемент, нет необходимости выписывать все 

преобразования. Достаточно лишь «отслеживать» преобразования этого эле-

мента, читая композицию справа налево. Например, элемент 8 самым правым 

циклом переводится в 2. 2 входит как аргумент в третий справа цикл, который 

переводит его в 7. Далее 7 нигде не встречается. Таким образом, композиция 

циклов и транспозиций переводит 8 в 7.▲ 

Задание 3. Выписать циклическую группу, порожденную подстановкой f. 

Указать ее порядок. Найти 𝑓1000. 

Решение 

Циклическая группа, порожденная некоторым элементом, состоит из все-

возможных целых степеней этого элемента. Вычислим степени подстановки f,  

т. е. будем несколько раз действовать этой подстановкой: 
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2

3

4

5

6

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 2 5 7 8 9 1 3 6

7 2 8 1 3 6 4 5 9

1 2 3 4 5 9 7 8 6

4 2 5 7 8 6 1 3 9

7 2 8 1 3 9 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7 8 9

f

f

f

f

f

f

        

        

        

        

        

        

 

После действия 6f  получили тождественную подстановку e, дальнейшие 

степени новых результатов не дадут, их не вычисляем. Таким образом, 6f e= , и 

по определению, порядок подстановки f равен 6, а циклическая группа < f > вклю-

чает шесть элементов. Выпишем эти подстановки: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 2 5 7 8 9 1 3 6
f

 
=  
 

;   
2

1 2 3 4 5 6 7 8 9

7 2 8 1 3 6 4 5 9
f

 
=  
 

; 

3
1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 9 7 8 6
f

 
=  
 

;  
4

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 2 5 7 8 6 1 3 9
f

 
=  
 

; 

5
1 2 3 4 5 6 7 8 9

7 2 8 1 3 9 4 5 6
f

 
=  
 

;   
6f e= . 

В форме записи последовательного действия различных степеней подста-

новки f видно, что при повторном действии подстановки 
f -эквивалентные эле-

менты движутся по своим циклам, иначе говоря, f-орбитам (для примера циклы 

(147) и (69) выделены пунктиром). Заметим, что для того чтобы получить тожде-

ственную подстановку, каждый элемент должен один или несколько раз пройти 

полностью свой цикл, поэтому порядок подстановки f равен НОК длин всех вхо-

дящих в него циклов: НОК(2, 3) = 6.  

Вычислим f1000. Так как f6 = e, то представим 1000 = 6 ⸱ 166 + 4, тогда 

( )
166

1000 6166 4 6 4 166 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 2 5 7 8 6 1 3 9
f f f f e f +  

= =  =  =  
 

.▲ 

Задание 4. Рассмотрим аддитивную группу 𝑉5 = 𝑀1×5(ℤ/2ℤ), элементами 

которой являются всевозможные строки-матрицы с пятью координатами из 
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кольца ℤ/2ℤ, а групповой операцией – покоординатное сложение по модулю два. 

(Далее при записи классов из кольца ℤ/2ℤ знак черты сверху будем опускать.)  

1. Сколько в этой группе элементов?  

2. Пусть 1H  и 2H  – следующие подмножества элементов группы 5V : 

( ) ( )
1

1

0

0 0 0 0 0 , 0 1 1 0 0

e

H

 
 

=  
  

, 

( ) ( ) ( )
1 2

2

0

0 0 0 0 0 , 0 1 1 0 0 , 1 1 0 1 0

e e

H

 
 

=  
  

. 

Являются ли 1H  и 2H  подгруппами группы 5V ? В случае положительного 

ответа выяснить, циклическая ли это подгруппа, в случае отрицательного – до-

строить до подгруппы.  

Решение 

1. Поскольку каждая из пяти координат может независимо от других прини-

мать лишь два значения, то порядок группы 5V  (число ее элементов) равен 
52 32= . 

2. Рассмотрим подмножество из двух элементов 1H  и проверим критерий под-

группы (теорема 2.1). Очевидно, что нейтральным элементом аддитивной группы 

5V  является ( )0 0 0 0 0 0= . Поскольку при сложении по модулю два  

0 + 0 = 0 (mod 2) и 1 + 1 = 0 (mod 2), то как элемент 0 , так и элемент 1e  является 

противоположным к самому себе, так как в сумме с собой дают нейтральный эле-

мент: 0 0 0+ = , 
1 1 0.e e+ =  Следовательно, выполнено первое условие критерия 

подгруппы: 1H  к любому своему элементу включает противоположный. Кроме 

того, 
1 1 10e e H+ =  , и выполняется второе условие критерия подгруппы: для лю-

бых двух элементов подгруппы результат групповой операции принадлежит под-

группе. Следовательно, 1H  – подгруппа группы 5V . 

Все элементы подгруппы можно представить в виде степеней элемента 1e  

(под степенью n пониманием результат выполнения групповой операции с одним 

и тем же элементом, в данном случае – сложение 1e  с самим собой): 

2 2

1 1 1 1 1 1 1{ , } 0 { , 0}H e e e e e e = = = + = =  . 

Тогда подгруппа является циклической 1H , генератором подгруппы явля-

ется элемент 1e , обозначают 1 1H e=   . Так как 
2

1 0e = , порядок элемента 1e  ра-

вен двум. 

Подмножество 2H  также состоит из элементов, противоположных самим 

себе. Однако второе условие критерия подгруппы не выполняется:  

( ) ( ) ( )1 2 20 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0e e H+ = + =  . 
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Следовательно, 2H  подгруппой не является.  

Построим подмножество 3H , дополнив 2H  элементом 3 1 2.e e e= +  Он явля-

ется противоположным самому себе, и таким образом для 3H  выполняется пер-

вое условие критерия подгруппы. Кроме того, справедливы равенства: 

1 2 3 3e e e H+ =  , 

( ) ( )1 3 1 1 2 1 1 2 2 3e e e e e e e e e H+ = + + = + + =  , 

( ) ( ) ( )2 3 2 1 2 2 2 1 2 2 1 1 3e e e e e e e e e e e e H+ = + + = + + = + + =  , 

30 , 1, 2, 3i ie e H i+ =  = . 

Таким образом, для любых двух элементов 3H  результат групповой опера-

ции принадлежит 3H  – второе условие критерия подгруппы. Получили, что  

3H  – подгруппа группы 5V . 

Каждый элемент этой подгруппы, отличный от единицы, имеет порядок два, 

а следовательно, не может являться генератором подгруппы. Поэтому 3H  явля-

ется нециклической.  

3H  представляет собой частный случай четверной группы Клейна. ▲ 

Задание 5. Выпишите таблицу смежных классов группы 5V  по подгруппе  

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

3

0

0 0 0 0 0 , 0 1 1 0 0 , 1 1 0 1 0 , 1 0 1 1 0

e e e

H

 
 

=  
  

. 

Решение 

Для построения смежного класса по подгруппе aH3 выбираем любой эле-

мент группы 5a V  и находим результаты групповой операции с каждым из эле-

ментов подгруппы H3 (табл. 3). Вначале, как правило, выбирают нейтральный 

элемент группы 0 , таким образом, среди смежных классов один всегда совпадает 

с самой подгруппой: 

3 30 H H+ = .  

Затем для построения следующего смежного класса выбираем еще один эле-

мент группы V5, не вошедший ни в один ранее построенный смежный класс, 

иначе нового класса не получим. Смежные классы по подгруппам в V5 использу-

ются для декодирования в теории линейных кодов, и с точки зрения прикладной 

значимости для построения нового класса в группе V5  выбирают матрицу-строку 

a с минимально возможным числом единиц, так называемый лидер класса  

(см. [38]). Исходя их этих соображений, для второго смежного класса возьмем в 

качестве лидера элемент ( )1 0 0 0 0 , для третьего – ( )0 1 0 0 0  и т. д. 

Заполним таблицу смежных классов.  
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Таблица 3  

Смежные классы по подгруппе H3 

№ 

п/п 
Класс 3a H+  0a +  1a e+  2a e+  3a e+  

1 3 30 H H+ =  (00000) (01100) (11010) (10110) 

2 (10000) 3H+  (10000) (11100) (01010) (00110) 

3 (01000) 3H+  (01000) (00100) (10010) (11110) 

4 (00010) 3H+  (00010) (01110) (11000) (10100) 

5 (00001) 3H+  (00001) (01101) (11011) (10111) 

6 (10001) 3H+  (10001) (11101) (01011) (00111) 

7 (00011) 3H+  (00011) (01111) (11001) (10101) 

8 (00101) 3H+  (00101) (01001) (11111) (10011) 

 

Обратите внимание, что при построении четвертого смежного класса в ка-

честве лидера не могли выбрать ( )0 0 1 0 0 , так как этот элемент уже вошел 

в третий класс. Указанные выше два условия выбора лидера – наименьшее число 

единиц в записи и невключение в предыдущие классы – оставляют свободу дей-

ствий, и столбец элементов a может быть сформирован и иным образом. Тем не 

менее при любом способе заполнения этого столбца количество смежных 

классов получится всегда одним и тем же, так как определено следствием из 

теоремы Лагранжа и равно частному от деления порядка группы на порядок 

подгруппы: 32 : 4 = 8. Кроме того, выбор лидера при разбиении группы на 

смежные классы по фиксированной подгруппе не влияет на состав 

получившихся подмножеств, т. е. разбиение на смежные классы единственно. ▲ 

Задание 6. Выпишите все элементы мультипликативной группы кольца:  

а) ℤ/23ℤ; б) ℤ/28ℤ. Сравнить количество этих элементов с φ(23) и φ(28)  соот-

ветственно. Проверить, является ли эта группа относительно умножения цикли-

ческой? Если ответ положительный, указать один из генераторов группы.  

Решение 

По определению групповая операция мультипликативной группы – умно-

жение. Тогда мультипликативная группа кольца вычетов ℤ/𝑚ℤ, обозначаемая 
(ℤ/𝑚ℤ)∗, состоит из всех обратимых классов. Действительно, выполняются все 

три аксиомы группы. Во-первых, операция умножения обратимых классов обла-

дает свойством ассоциативности. Во-вторых, среди обратимых классов в любом 

кольце вычетов есть класс 1, такой что для любого 𝑎̄ ∈ ℤ/𝑚ℤ имеет место 

1 1a a a =  = . Отсюда следует, что класс 1 – нейтральный относительно груп-

повой операции элемент. В-третьих, по определению обратимого класса он 

имеет обратный относительно умножения класс, который также является обра-

тимым. 
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Количество элементов в группе (ℤ/𝑚ℤ)∗ согласно критерию обратимого 

класса совпадает с числом классов, взаимно простых с модулем, которое равно 

( )φ m . 

а) Мультипликативная группа кольца ℤ/23ℤ состоит из всех ненулевых 

классов в силу простого модуля 23: 𝐺 = ℤ/23ℤ∗ =

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22}. 

Количество элементов группы ℤ/23ℤ∗, т. е. ее порядок G , равно 22. 

( )φ 23 23 1 22= − = , что совпадает с порядком ℤ/23ℤ∗. 

Так как модуль ℤ/23ℤ – простое число, то в силу теоремы 2.4 группа ℤ/23ℤ∗ 

является циклической. По свойствам циклической конечной группы порядка g 

она имеет ( )φ g  генераторов группы, определить которые можно непосредствен-

ным перебором. В группе ℤ/23ℤ∗ таким образом имеется ( )φ 22 10=  генераторов 

группы. Обращаем внимание, что не всякий элемент циклической группы может 

быть ее генератором! Элемент может быть генератором группы, только если его 

порядок совпадет с порядком группы. Начнем проверку с элемента 2  и выпишем 

циклическую подгруппу, состоящую из степеней этого элемента (вычисления 

останавливаем, как только 2 1k = ):  




2 3 4 5 6

7 8 9 10 11

2 2, 2 4, 2 8,2 16, 2 32 9, 2 2 9 18,

2 2 18 36 13, 2 2 13 26 3, 2 2 3 6, 2 2 6 12, 2 2 12 24 1 .

  = = = = = = =  =

=  = = =  = = =  = =  = =  = =
 

Так как 
11

2 1= , то порядок элемента 2  равен 11, и этот элемент не является 

генератором группы ℤ/23ℤ∗: как видно из вычислений, циклическая подгруппа 

<2> включает в себя не все элементы группы ℤ/23ℤ∗.  

Для того чтобы не проверять по порядку все оставшиеся элементы группы 

ℤ/23ℤ∗ (их 20), воспользуемся следствиями из теоремы Лагранжа и заранее ис-

ключим некоторые элементы из рассмотрения. Заметим, что циклическая под-

группа 2   сама является конечной группой порядка 11. По следствию из тео-

ремы Лагранжа порядок любого элемента конечной группы является делителем 

порядка группы. Из этого следует, что элементы 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18 могут 

иметь лишь порядок 11, а значит, не могут быть генераторами группы ℤ/23ℤ∗. 

Поэтому следующий элемент, который целесообразно проверить на генератор 

группы, – это элемент 5 :  


2 3 4 5

6 7 8 9

10 11 12

13 14 15

5 5, 5 25 2, 5 5 2 10, 5 5 10 50 4, 5 5 4 20,

5 5 20 100 8, 5 5 8 40 17, 5 5 17 85 16, 5 5 16 80 11,

5 5 11 55 9, 5 5 9 45 22, 5 5 22 110 18,

5 5 18 90 21, 5 5 21 105 13, 5 5 13 65 19,

  = = = =  = =  = = =  =

=  = = =  = = =  = = =  = =

=  = = =  = = =  = =

=  = = =  = = =  = =
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

16 17 18 19

20 21 22

5 5 19 95 3, 5 5 3 15, 5 5 15 75 6, 5 5 6 30 7,

5 5 7 35 12, 5 5 12 60 14, 5 5 14 70 1

=  = = =  = =  = = =  = =

=  = = =  = = =  = =
 

Как видим, порядок элемента 5  равен 22, все элементы ℤ/23ℤ∗ содержатся 

в 5  , следовательно, ℤ/23ℤ∗ = < 5 > и класс 5  является генератором группы.  

б) Мультипликативная группа кольца ℤ/28ℤ состоит из всех обратимых 

классов (взаимно простых с модулем):  

𝐺 = ℤ/28ℤ∗ = {1, 3, 5, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 27}. 

Количество элементов группы ℤ/28ℤ∗, т. е. ее порядок G  равен 12. 

( )φ 28 12= , что совпадает с порядком ℤ/28ℤ∗. 

В данном случае модуль 28 не является простым числом, и более того, не 

удовлетворяет ни одному из условий критерия цикличности мультипликативных 

групп ℤ/𝑚ℤ∗ (теорема 2.4). Следовательно, группа ℤ/28ℤ∗ циклической не яв-

ляется.▲ 

Задание 7. Выписать смежные классы ℤ/28ℤ∗/< 9 >. 

Решение 

Выпишем циклическую подгруппу, порожденную классом 9: 

 
2 3

9 9, 9 81 25, 9 9 25 225 1  = = = =  = = .  

Ее порядок |H| = 3. Индекс подгруппы для конечных групп, равный числу 

смежных классов по подгруппе, согласно следствию из теоремы Лагранжа, счи-

тается следующим образом: 

: / 12 / 3 4G H G H= = = . 

Аналогично заданию 5, для построения смежного класса по подгруппе aH 

выбираем любой элемент группы a G  и находим результаты групповой опера-

ции с каждым из элементов подгруппы H. Вначале выберем нейтральный эле-

мент группы e = 1, получим класс, совпадающий с самой подгруппой  

( h H e h h   = ):  1 9, 25,1 .H =  Для построения следующего смежного класса 

необходимо выбрать любой элемент группы, не включенный в ранее построен-

ные классы. Построим смежный класс 3H : 

   3 9 3 27, 25 3 75 19,1 3 3 27,19, 3H =  =  = =  = = . 

Далее, смежный класс 5H :  

   5 9 5 45 17, 25 5 125 13,1 5 5 17,13, 3H =  = =  = =  = = . 

Смежный класс 11H :  

   11 9 11 99 15, 25 11 275 23,1 11 11 15, 23,11H =  = =  = =  = = . 

Больше не осталось ни одного элемента группы, не попавшего ни в один из 

смежных классов – получено 4 класса, как и требовалось. Обращаем внимание, 

что смежные классы не пересекаются. ▲  

. 
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ТЕСТ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ ПО ТЕМЕ «ОСНОВЫ ТЕОРИИ ГРУПП» 

 

Вопрос 1. Выбрать множества, являющиеся группами относительно указан-

ных операций: 

а) (Pn[x],+) – множество многочленов степени не выше n с действительными 

коэффициентами; 

б) (ℂ\{0},×) – множество комплексных чисел, отличных от нуля; 

в) ( )3,V +  – множество трехмерных векторов с действительными координатами; 

г) (ℤ/𝑚ℤ,×) – множество классов вычетов по модулю m; 

д) (ℚ,×) – множество рациональных чисел. 

A) а, в, д; 

B) в, г, д; 

C) б, в, г; 

D) а, б, в; 

E) б, г, д. 

 

Вопрос 2. Вычислить произведение подстановок , если  

 и .  

A) ; 

B) ; 

C) ; 

D) ; 

E) . 

 

Вопрос 3. Вычислить произведение циклов и транспозиций  

(32896)(16)(72)(8651)(37852). В ответе указать число, в которое переходит 

число 8. 

A) 3; 

B) 7; 

C) 1; 

D) 2; 

E) 9. 

1p s− 

1 2 3 4 5 6

2 3 5 4 6 1
p

 
=  
 

1 2 3 4 5 6

6 5 4 3 2 1
s

 
=  
 

1 2 3 4 5 6

1 6 4 5 3 2

 
 
 

1 2 3 4 5 6

1 6 5 3 4 2

 
 
 

1 2 3 4 5 6

5 3 4 2 1 6

 
 
 

1 2 3 4 5 6

4 3 5 6 1 2

 
 
 

1 2 3 4 5 6

5 4 2 3 1 6

 
 
 
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Вопрос 4. Выписать циклическую группу < C >, порожденную матрицей 

 с элементами из кольца ℤ/3ℤ. В ответе указать C103. 

 

A) ; 

B) ; 

C) ; 

D) ; 

E) . 

 

Вопрос 5. Группа G с заданной на ней операцией умножения называется:  

A) мультипликативной; 

B) абелевой; 

C) коммутативной; 

D) аддитивной; 

E) несобственной. 

 

Вопрос 6. Выписать все элементы мультипликативной группы ℤ/18ℤ∗. В 

ответе указать их количество: 

А) 12; 

B) 9; 

C) 18; 

D) 2; 

E) 6. 

 

Вопрос 7. Пусть 𝐺 = ℤ/15ℤ∗, 11H =     – циклическая подгруппа группы 

G, порожденная элементом 11. Найти порядок H: 

A) 4; 

B) 3; 

C) 8; 

D) 2; 

E) 5. 

2 2

2 1
C

 
=  
 

1 0

0 1

 
 
 

1 1

0 1

 
 
 

2 0

0 2

 
 
 

1 1

1 2

 
 
 

2 2

2 1

 
 
 
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Вопрос 8. Выбрать группы, которые НЕ являются циклическими: 

A) ℤ/13ℤ∗; 

B) ℤ/4ℤ∗; 

C) ℤ/6ℤ∗; 

D) ℤ/12ℤ∗; 

E) ℤ/15ℤ∗. 

 

Вопрос 9. Является ли группой множество всех положительных действи-

тельных чисел с операцией ? 

 

Вопрос 10. Содержит ли группа ℤ/25ℤ∗

 
 нециклическую подгруппу? 

 

Вопрос 11*. Является ли нормальной подгруппа , порожденная под-

становкой  в группе ? 

 Ключ к тесту: 

 

Номер 

вопроса 

Ответ 

1 D 

2 С 

3 A 

4 D 

5 A 

6 Е 

7 D 

8 С, D, E 

9 Нет 

10 Нет 

11 Нет 

 

  

nm n m=

 f

1 2 3 4

2 4 1 3
f

 
=  
 

4S
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ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ № 2 

«ОСНОВЫ ТЕОРИИ ГРУПП» 

 

1. Выяснить, является ли группой указанное множество с заданной опера-

цией. 

2. Для заданных подстановок f и g выполнить следующие действия: 

а) Вычислить коммутатор . 

б) Разложить в произведение циклов и транспозиций подстановку f. Опре-

делить ее четность. 

в) Вычислить произведение указанных циклов и транспозиций. 

3. Выписать циклическую группу , порожденную подстановкой f из 

второго задания. Указать ее порядок. Найти . 

4. Дополнить подмножество векторов   четвертым вектором 

так, чтобы они образовали подгруппу относительно сложения в группе  всех 

векторов с координатами из ℤ/2ℤ. Ответ обосновать. 

5. Выписать таблицу смежных классов группы  по построенной под-

группе. 

6. Выписать все элементы мультипликативной группы кольца: а) ℤ/kℤ;  
б) ℤ/mℤ. Сравнить количество этих элементов с ( )φ k и ( )φ m  соответственно. Яв-

ляются ли эти группы относительно умножения циклическими? Если ответ по-

ложительный, указать один из генераторов группы. 

7. Выписать смежные классы мультипликативной группы указанного 

кольца по циклической подгруппе заданного элемента l: (ℤ/𝑛ℤ)∗/< 𝑙 >. 

 

Вариант 1 
 

1. Множество целых чисел с операцией вычитания.  

2. а. ; ; 

 

2. в. . 

4.  

6. k = 17; m = 32. 

7.(ℤ/32ℤ)∗/< 17 >. 
 

Вариант 2 
 

1. Множество всех положительных вещественных чисел с операцией деления. 

2. а. ; ; 

1 1h g f gf− −=

f 
1000f

0(00000), ,a b

5V

5V

1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 9 5 6 8 4 1 3 7
f

 
=  
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 1 8 6 9 7 3 2 5
g

 
=  
 

( )( )( )( )7 1 8 5 4 6 3 8 2 9 1 3 5

(10101), (10011).a b

1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 6 9 1 7 8 5 2 4
f

 
=  
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 1 8 6 9 7 3 2 5
g

 
=  
 
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2. в. .  

4.  

6. k = 19; m = 30. 

7. (ℤ/19ℤ)∗/< 7 >. 

 

Вариант 3 
 

1. Множество целых чисел с операцией   

2. а. ; ; 

2. в. .  

4.  

6. k = 13; m = 34. 

7. (ℤ/34ℤ)∗/< 19 > . 

 

Вариант 4 
 

1.  Множество целых чисел с операцией   

2. а. ; ; 

2. в.  .    

4.  

6. k = 11; m = 27. 

7. (ℤ/27ℤ)∗/< 17 >. 

 

Вариант 5 
 

1.  Множество целых чисел с операцией умножения. 

2. а. ; ; 

2. в. . 

4.  

6. k = 18; m = 31. 

7. (ℤ/31ℤ)∗/< 26 >. 

 

Вариант 6 
 

1.  Множество вещественных чисел с операцией деления.  

2. а. ; ; 

( )( )( )( )3 1 9 5 4 2 3 8 9 7 1 6 5

(10110), (11001).a b

.m n mn m = +

1 2 3 4 5 6 7 8 9

5 9 8 3 1 4 2 6 7
f

 
=  
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 1 8 6 9 7 3 2 5
g

 
=  
 

( )( )( )( )4 2 6 9 5 2 7 7 9 7 3 8 1

(10110), (10101).a b

2 .m n m n = +

1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 6 2 8 1 3 4 7 5
f

 
=  
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 1 8 6 9 7 3 2 5
g

 
=  
 

( )( )( )( )2 4 9 5 1 3 7 5 8 7 1 3 6

(11000), (10110).a b

1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 4 5 6 7 8 9 2 1
f

 
=  
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 1 8 6 9 7 3 2 5
g

 
=  
 

( )( )( )( )9 1 3 5 6 2 8 2 9 7 1 4 8

(11011), (11100).a b

1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 6 5 1 7 2 3 4 8
f

 
=  
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 1 8 6 9 7 3 2 5
g

 
=  
 
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2. в. . 

4.  

6. k = 29; m = 16. 

7. (ℤ/16ℤ)∗/< 7 >. 

 

Вариант 7 
 

1. Множество комплексных чисел с операцией  . 

 

2. а. ; ; 

2. в. . 

4.  

6. k = 17; m = 26. 

7. (ℤ/26ℤ)∗/< 7 >. 
 

Вариант 8 
 

1.  Множество комплексных чисел с операцией деления. 

2. а. ; ; 

2. в. . 

4.  

6. k = 7; m = 24. 

7.   

 

Вариант 9 
 

1.  Матрицы порядка n с целыми элементами относительно умножения. 

2. а. ; ; 

2. в. . 

4.  

6. k = 11; m = 21. 

7. (ℤ/21ℤ)∗/< 11 >. 

 

Вариант 10 
 

1. Матрицы порядка n с целыми элементами и определителем, равным еди-

нице, относительно умножения. 

( )( )( )( )7 3 9 5 4 1 3 8 6 9 1 2 5

(11011), (10101).a b

1 2 1 2z z z z =

1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 8 1 6 3 7 4 5 2
f

 
=  
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 1 8 6 9 7 3 2 5
g

 
=  
 

( )( )( )( )9 1 4 5 3 2 7 3 6 7 2 6 8

(11001), (10110).a b

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 8 7 5 9 3 6 1 2
f

 
=  
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 1 8 6 9 7 3 2 5
g

 
=  
 

( )( )( )( )4 2 9 5 7 9 3 6 1 8 6 5 1

(11000), (10110).a b

( / 24 ) / 17 .Z Z   

1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 6 5 1 7 2 8 4 3
f

 
=  
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 1 8 6 9 7 3 2 5
g

 
=  
 

( )( )( )( )9 1 3 5 4 2 3 5 7 9 1 6 8

(11001), (10110).a b
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2. а. ; ; 

2. в. . 

4.  

6. k = 31; m = 20. 

7. (ℤ/20ℤ)∗/< 17 >. 

 

Вариант 11 
 

1. Положительные действительные числа, если операция определяется за-

дана выражением . 

2. а. ; ; 

2. в. . 

4. . 

6. k = 14; m = 37. 

7. (ℤ/37ℤ)∗/< 3 >. 

 

Вариант 12 

 

1. Многочлены степени n от неизвестной x с действительными коэффициен-

тами относительно умножения. 
 

2. а. ; ; 

2. в. .  

4. . 

6. k = 17; m = 25. 

7. (ℤ/25ℤ)∗/< 7 >. 

Вариант 13 

 

1.  Все комплексные числа верхней полуплоскости относительно умножения. 

2. а. ; ; 

2. в. .  

4. . 

6. k = 17; m = 27. 

7. (ℤ/27ℤ)∗/< 10 >. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 5 6 1 7 2 8 4 3
f

 
=  
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 1 8 6 9 7 3 2 5
g

 
=  
 

( )( )( )( )8 1 9 5 1 2 3 7 9 4 1 6 5

(10110), (01111).a b

ba b a=

1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 5 6 7 1 2 8 4 3
f

 
=  
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 1 8 6 9 7 3 2 5
g

 
=  
 

( )( )( )( )4 1 9 5 7 2 3 2 6 3 1 6 8

(01001), (10110)a b

1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 6 5 1 7 4 8 2 3
f

 
=  
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 1 8 6 9 7 3 2 5
g

 
=  
 

( )( )( )( )8 1 9 5 9 2 3 6 7 7 2 4 5

(11001), (01111)a b

1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 6 2 1 7 5 8 4 3
f

 
=  
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 1 8 6 9 7 3 2 5
g

 
=  
 

( )( )( )( )1 6 9 5 2 4 7 3 9 6 1 7 8

(00110), (01001)a b
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Вариант 14 

 

1.  Комплексные числа правой полуплоскости относительно умножения. 
 

2. а. ; ; 

2. в. . 

4. . 

6. k = 13; m = 22. 

7. (ℤ/22ℤ)∗/< 7 >. 

 

Вариант 15 

 

1. Комплексные числа нижней полуплоскости относительно умножения. 
 

2. а. ; ; 

2. в. . 

4. . 

6. k = 15; m = 29. 

7. (ℤ/29ℤ)∗/< 10 >. 

 

 

  

1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 6 5 1 7 2 4 8 3
f

 
=  
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 1 8 6 9 7 3 2 5
g

 
=  
 

( )( )( )( )2 1 7 3 4 9 3 4 7 5 2 6 9

(11100), (00111)a b

1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 6 5 1 7 2 4 8 3
f

 
=  
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 1 8 6 9 7 3 2 5
g

 
=  
 

( )( )( )( )8 3 9 5 4 1 3 7 9 6 1 2 5

(00111), (01001)a b
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МОДУЛЬ № 3. ИСТОРИЧЕСКИЕ И СОВРЕМЕННЫЕ  

КРИПТОСИСТЕМЫ 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ ПО ТЕМЕ  

«ИСТОРИЧЕСКИЕ И СОВРЕМЕННЫЕ КРИПТОСИСТЕМЫ»1 

 

§ 1. Историческая криптография 
 

Развитие человеческой цивилизации привело сначала к появлению письмен-

ности, а впоследствии к необходимости защиты информации от несанкциониро-

ванного доступа. Возникли разного рода системы защиты информации, содержа-

щие способы ее шифрования и дешифрования. 

Искусство защиты информации путем ее преобразования в нечитаемый для 

постороннего формат имеет долгую и богатую историю, тесно переплетенную с 

развитием цивилизаций и технологий. Рассмотрим наиболее популярные исто-

рические криптографические системы.  

 

1. Шифр Цезаря  

Шифр назван в честь римского полководца Гая Юлия Цезаря (12 июля  

100 г. до н. э. – 15 марта 44 г. до н. э.), использовавшего его для секретной пере-

писки со своими легатами. Это вид шифра-подстановки, в котором каждый сим-

вол в открытом тексте заменяется символом, отстоящим от исходного левее или 

правее по алфавиту на некоторое постоянное число позиций (замена на фиксиро-

ванное число позиций по циклу). Например, в шифре со сдвигом вправо на 3, буква 

А (первая) заменяется на букву Г (четвертая), Б (вторая) на Д (пятая) и т. д.  

Иными словами, замена производится в соответствии с таблицей, которая в 

русском варианте имеет следующий вид: 

 

А Б В Г Д Е Ё Ж З И Й К Л М Н О 

Г Д Е Ё Ж З И Й К Л М Н О П Р С 
  

П Р С Т У Ф Х Ц Ч Ш Щ Ъ Ы Ь Э Ю Я 

Т У Ф Х Ц Ч Ш Щ Ъ Ы Ь Э Ю Я А Б В 
 

Тогда, чтобы прочесть зашифрованное сообщение нужно составить обрат-

ное соответствие, т. е. для буквы во второй строке нужно найти записанную над 

ней букву в первой. 

Пример 3.1. Знаменитая фраза Цезаря на русском языке «ПРИШЕЛ, УВИДЕЛ, 

ПОБЕДИЛ», исторически известная на латинском языке как «VENI, VEDI, VICI», 

зашифрована с помощью вышеприведенной таблицы следующим образом: 

ТУЛЫИО ЦЕЛЖЗО ТСДЗЖЛО 

и легко может быть дешифрована с помощью обратной подстановки. 

 
1 При подготовке данного раздела использовались следующие источники: [16, 21, 23, 28, 37]. 
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Заметим, что шифр Цезаря входит в класс шифров, называемых «подста-

новка» или «простая замена». Это такие шифры, в котором каждая буква алфа-

вита заменяется буквой, цифрой, символом или какой-нибудь их комбинацией. 

Поскольку шифр Цезаря сохраняет статистические свойства исходного тек-

ста, то частотность букв становится известной и атакующий дешифратор может 

легко определить, какой ключ был использован для шифрования. Свойство 

шифра Цезаря сохранять буквенные зависимости в исходном тексте является его 

главным недостатком. 

 

2. Криптосистема Тритемиуса  

Данная система шифрования впервые была опубликована в 1518 г. в 

трактате «Полиграфия», принадлежащем перу религиозного деятеля аббата 

Иоганна Тритемия (1 февраля 1462 – 13 декабря 1516). Это была первая печатная 

работа по криптологии. Система Тритемиуса представляет собой дальнейшее 

усовершенствование системы шифрования Цезаря и базируется на идее 

применения девизов. Смысл шифрования состоит в следующем: в следующей 

строке под текстом подписывается некоторое слово – девиз (в дальнейшем его 

стали называть ключом) с повторением, затем рассчитывается постолбцовая 

сумма порядковых алфавитных номеров букв текста и девиза (ключа
 
по новой 

терминологии), в результате формируется шифротекст. 

Пример 3.2. Зашифруем строку из стихотворения Андрея Белого «Я помню 

вас и ваши речи» с помощью девиза «Воспоминание», который является 

названием стихотворения. Как сказано выше, для этого выпишем две строки – 

строку текста и строку ключа с повторением. Сверху и снизу добавим по строке 

номеров соответствующих букв в русском алфавите. Получим следующую 

таблицу: 

33 17 16 14 15 32 3 1 19 10 3 1 26 10 18 6 25 10 

Я П О М Н Ю В А С И В А Ш И Р Е Ч И 

В О С П О М И Н А Н И Е В О С П О М 

3 16 19 17 16 14 10 15 1 15 10 6 3 16 19 17 16 14 

 

Для получения шифротекста суммируем числа каждого столбца полученной 

таблицы (порядковый номер букв русского алфавита см. в приложении 1). Если 

сумма чисел оказывается больше 33 (число букв русского алфавита), то вычи-

таем из этой суммы 33. После этих вычислений от числа переходим к букве, со-

ответствующей этому номеру. Так, в первом столбце получаем число 33 + 3 = 36, 

и, поскольку это число больше количества букв в русском алфавите, отсюда вы-

читаем 33 и получаем 36 – 33 = 3, т. е. букву «В». Продолжив процедуру, получим 

следующее шифрованное сообщение: 

 

В Я Б Э Э Л Л О Т Б Л Ё Ы Ш Г Х Ж Ц 
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Очевидно, что дешифрование как обратный процесс возможно только при зна-

нии девиза.   

Предлагаем читателю расшифровать самостоятельно криптотекст Тритемиуса 

на белорусском языке: 

ВЭАПЕЎАЕЁНРБIЗВОВТФЕШШЖЬЕХЬНАЮЕОВПАБЭДЭЯТЁШБФЭЦ 

Девизом этого сообщения будет слово БЕЛАРУСЫ. 

В 1585 г. был опубликован большой «Трактат о шифрах», принадлежавший 

французскому послу в Риме Блезу де Виженеру (5 апреля 1523 – 19 февраля 1596). 

Для обеспечения секретности дипломатической почты он внес небольшое практи-

ческое усовершенствование в криптосистему Тритемиуса, которое позволило про-

цедуру шифрования – дешифрования осуществлять почти автоматически. Роль 

шифровальной машины у Виженера играет квадратная таблица с алфавитом.  

Сверху таблицы жирным шрифтом написан алфавит для шифруемого текста, 

слева в столбец также жирным шрифтом записан алфавит для ключа. Первая строка 

основного тела таблицы заполнена алфавитом начиная с буквы Б, следующая сдви-

гается на один символ влево, то есть начинается на В, и так далее. Возвращаясь к 

примеру 3.2, найдем в верхней строке таблицы букву Я, в левом столбце букву В и 

на их пересечении увидим букву В. Эту же процедуру можно проделать с осталь-

ными буквами сообщения и заметить, насколько упростился и ускорился процесс 

шифровки и дешифровки текста. 

Приведем таблицы Виженера для русского, белорусского и английского алфа-

вита (табл. 4–6). 

Таблица 4 

Таблица Виженера для русского алфавита 

 а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я 

а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а 

б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б 

в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в 

г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г 

д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д 

е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е 

ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё 

ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж 

з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з 

и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и 

й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й 
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Окончание табл. 4 

к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к 

л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л 

м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м 

н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н 

о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н о 

п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н о п 

р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р 

с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с 

т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т 

у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у 

ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф 

х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х 

ц ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц 

ч ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч 

ш щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш 

щ ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ 

ъ ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ 

ы ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы 

ь э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь 

э ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э 

ю я а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю 

я а б в г д е ё ж з и й к л м н о п р с т у ф х ц ч ш щ ъ ы ь э ю я 

 

Таблица 5 

Таблица Виженера для белорусского алфавита 

 а б в г д е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я 

а б в г д е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а 

б в г д е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б 

в г д е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в 

г д е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г 

д е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д 

е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е 

ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё 

ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж 

з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з 

i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i 

й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й 
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Окончание табл. 5 

к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к 

л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к л 

м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к л м 

н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к л м н 

о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к л м н о 

п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к л м н о п 

р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к л м н о п р 

с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к л м н о п р с 

т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к л м н о п р с т 

у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к л м н о п р с т у 

ў ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў 

ф х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф 

х ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х 

ц ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц 

ч ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч 

ш ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш 

ы ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы 

ь э ю я а б в г д е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь 

э ю я а б в г д е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э 

ю я а б в г д е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю 

я а б в г д е ё ж з i й к л м н о п р с т у ў ф х ц ч ш ы ь э ю я 

 

Таблица 6 

Таблица Виженера для английского алфавита 

 

 a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z 

a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z a 

b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z a b 

c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z a b c 

d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z a b c d 

e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z a b c d e 

f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z a b c d e f 

g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z a b c d e f g 

h i j k l m n o p q r s t u v w x y z a b c d e f g h 

i j k l m n o p q r s t u v w x y z a b c d e f g h i 

j k l m n o p q r s t u v w x y z a b c d e f g h i g 

k l m n o p q r s t u v w x y z a b c d e f g h i j k 
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Окончание табл. 6 

l m n o p q r s t u v w x y z a b c d e f g h i j k l 

m n o p q r s t u v w x y z a b c d e f g h i j k l m 

n o p q r s t u v w x y z a b c d e f g h i j k l m n 

o p q r s t u v w x y z a b c d e f g h i j k l m n o 

p q r s t u v w x y z a b c d e f g h i j k l m n o p 

q r s t u v w x y z a b c d e f g h i j k l m n o p q 

r s t u v w x y z a b c d e f g h i j k l m n o p q r 

s t u v w x y z a b c d e f g h i j k l m n o p q r s 

t u v w x y z a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t 

u v w x y z a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u 

v w x y z a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v 

w x y z a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w 

x y z a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x 

y z a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y 

z a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z 

 

Такая криптосистема с девизом применялась в военном деле на протяжении 

400 лет как абсолютно надежная и недешифруемая. Отдельные страницы бессмерт-

ной книги Ярослава Гашека «Похождения бравого солдата Швейка» свидетель-

ствуют об успешном применении криптосистемы Тритемиуса вплоть до начала ХХ 

века. 

Однако слишком долгое применение одного и того же ключа может дать воз-

можность противнику найти закономерности и взломать криптосистему. Проблему 

повышения секретности ключей преодолевали двумя путями: создание длинных 

ключей и частая их смена. При этом решение проблемы выбора новых ключей и их 

передачи было гениально простым. Участники переписки стали использовать иден-

тичные экземпляры одного и того же издания конкретной книги. Новый ключ со-

общался по номеру страницы и абзаца этой книги. Естественно, два числа, передан-

ные почтой или публикацией в рекламном отделе газеты, вряд ли дадут содержа-

тельную информацию противнику. 

 

3. Постолбцовая транспозиция 

Шифр «Маршрутная транспозиция» и его вариант «постолбцовая транспо-

зиция» относится к классу шифров транспозиции, которые изменяют порядок 

символов в сообщении. В данную матрицу размером  𝑚 × 𝑛  вписывается сооб-

щение по строкам. Получение шифротекста состоит в последовательном выпи-

сывании букв первого, второго и последующих столбцов. Аналогичным образом 

работает «построковая транспозиция». 

Пример 3.3. Текст, состоящий из 30 букв, записан построчно змейкой в 

таблицу или матрицу размером    65
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Шифрованный текст получается последовательной записью столбцов этой 

таблицы в строку, также змейкой (первый столбец свеху вниз, второй снизу 

вверх и т. д.): 

МАРЕЛ АБЕЦИ НИСИР УКПЛС КОУИС ЬЛБТС 

При дешифровке запись восстанавливают обратной змейкой, начиная с 

последнего символа. 

Другой вариант записи текста по более естественному маршруту состоит в 

последовательном выписывании столбцов. 

 
 

 

Попробуйте прочитать еще одно сообщение на белорусском языке, 

шифрованное методом «построковой транспозиции», учитывая, что порядок за-

писи строк по столбцам меняется на противоположный, а фраза читается змей-

кой: 

УЛОВНА РІАМЬК АЖЕЖЕО ДВЫВЫП 

Одной из более сложных вариаций шифрования является маршрутная 

транспозиция с применением  девизов. Ее суть в том, что после записи текста в 

таблицу столбцы таблицы переставляются особым образом, прежде чем 

выписывать шифротекст. Такая перестановка столбцов связана с алфавитным 

порядком следования букв в девизе.  

Пример 3.4. Усложним шифровку по первой таблице примера 3.3, применив 

к ней девиз «Немига». Согласно порядку следования букв в русском алфавите 

буквам этого девиза присваиваются соответственно следующие номера: 6, 3, 5, 

4, 2, 1. В этом порядке и выписываем столбцы первой шифровки примера 3.3: 

СТБЛЬ  РИСИН КОУИС УКПЛС  ИЦЕБА  ЛЕРАМ        

 

4. Криптосистема Кардано  

Джероламо Кардано (24 сентября 1501 – 21 сентября 1576) – знаменитый 

итальянский математик, механик, врач, философ. Кардано – выдающийся мате-

ЬСУРАЛ

ЛИКИБЕ

БУПСЕР

ТОЛИЦА

СКСНИМ

 

ЬСУРАЛ

ЕБИКИЛ

БУПСЕР

АЦИЛОТ

СКСНИМ

 
→ МТРЛЛ ИОЕИА НЛСКР СИПИУ КЦУБС САБЕЬ 
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матик, нашедший регулярный метод решения кубических уравнений по назван-

ным в его честь формулам Кардано. «Карданный вал» автомобиля как механиче-

ское устройство также является его изобретением. Наконец, Кардано придумал 

свой вариант кодирования информации с использованием поворачивающегося 

трафарета. Трафарет или решетка Кардано  чаще всего изготавливается в 

форме квадратной (иногда прямоугольной) карточки-таблицы, часть ячеек в ко-

торой вырезана и через которые наносится шифротекст. Иногда пустые поля 

текста заполняются другим текстом для маскировки сообщений под обычные 

послания. 

Говоря подробнее, передаваемое сообщение должно содержать 4m * k букв. 

Изготавливается трафарет из прямоугольного листа клетчатой бумаги размером 

2m * 2k клеток. В трафарете вырезают m * k клеток так, чтобы при наложении 

его на такой же чистый лист бумаги четырьмя возможными способами (повора-

чивая его по или против часовой стрелки) его вырезы полностью покрывали всю 

площадь листа. Ниже на рисунке показано размещение трафарета при его враще-

нии по часовой стрелке. Адресату заранее известен порядок этих четырех воз-

можных положений. Буквы сообщения последовательно вписываются в вырезы 

трафарета – самый естественный вариант – по строкам, в каждой строке слева 

направо. Заполненная таблица записывается последовательно – каждый столбец 

в строку.  

 

 

 

 

 

Проиллюстрируем на примере создание криптотекста из строки стихотво-

рения Николая Гумилёва «И сам я себя обманул» с помощью приведенной ре-

шетки.  
 

 И   

С    

     А   

   М 

 

 И Я  

С С  Е 

 А   

Б   М 
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Я И Я  

С С О Е 

 А  Б 

Б  М М 

 

Я И Я А 

С С О Е 

Н  А У Б 

Б Л М М 

Преобразовав столбцы в строки, получаем: 

ЯСНБ ИСАЛ ЯОУМ АЕБМ 

Пример 3.5. Прочитайте записанное с помощью приведенного выше 

трафарета и в указанном выше  порядке следующее краткое, но несомненно 

важное сообщение:  

 

 

В случае использования прямоугольного трафарета его вращение по или 

против часовой стрелки не подходит для шифрования, поэтому применяется по-

следовательность симметричных отражений относительно горизонтальной и 

вертикальной средних линий. При этом необходимо, чтобы трафарет содержал 

четное число строк и столбцов. Такой способ применим и для квадратных реше-

ток Кардано. 

 

5. Аффинная система подстановок Цезаря  

Аффинная система подстановок Цезаря базируется на модулярной арифме-

тике. В системе шифрования Цезаря использовались только аддитивные свой-

ства кольца классов вычетов по модулю m, т. е. множества ℤ/mℤ. Однако эле-

менты множества ℤ/mℤ можно также умножать по модулю m. Применяя одно-

временно операции сложения и умножения по модулю m над элементами мно-

жества ℤ/mℤ, можно получить систему подстановок, которую называют аффин-

ной системой подстановок Цезаря.  

Суть этого метода шифрования состоит в следующем: каждая буква алфа-

вита (преобразованная в число от 0 до m – 1, где m – число букв в алфавите) 

шифруется с помощью аффинной функции  

𝐸𝑎,𝑏: ℤ/mℤ → ℤ/mℤ,   𝐸𝑎,𝑏(𝑡) = 𝑎𝑡 + 𝑏(mod𝑚), 

0 ≤ 𝑎, 𝑏 < 𝑚, НОД(𝑎,𝑚) = 1, где t – числовое значение буквы некоторого алфа-

вита (от 0 до m–1), m – размер алфавита, a и b – ключи шифрования (целые 

числа), a должно быть взаимно простым с m, чтобы существовало обратное пре-

образование, mod m – операция взятия остатка по модулю m. 

-ГМЗ БВУН РФАА ГУЛИ 
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Например, английский алфавит содержит 26 букв, значит, в качестве пара-

метра a может быть выбрано только число, взаимно простое с 26. Таких чисел 

всего двенадцать: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 15, 17, 19, 21, 23 и 25. Число b, в свою очередь, 

может принимать любое значение в интервале от 0 до 25, что в итоге дает нам  

12 * 26 = 312 вариантов возможных ключей. 

Пример 3.6. Рассмотрим применение аффинного преобразования сообщения 

HELLO на английском языке. Пусть m = 26, а = 3, b = 5. Требование взаимной про-

стоты чисел m и a выполнено, так как НОД(3, 26) = 1. Преобразуем буквы англий-

ского алфавита в числа по правилу: каждой букве ставится в соответствие число, 

равное ее порядковому номеру в алфавите, уменьшенному на единицу, т. е. букве 

«a» соответствует число 0 и т. д. Рассчитываем взаимное соответствие букв англий-

ского алфавита и их закодированных аналогов и заносим в нижеприведенную таб-

лицу числовых кодов букв: 

t  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

53 +t  mod 26 5 8 11 14 17 20 23 0 3 6 9 12 15 18 

 

 

Проведя обратное преобразование закодированных чисел в буквы с исполь-

зованием приведенной выше таблицы, получаем следующее соответствие для 

букв открытого текста и шифротекста: 

 

А B C D Е F G Н I J К L М N O Р Q R S T U V W Х Y Z 

F I L O R U Х А D G J М Р S V Y В Е Н K N Q Т W Z C 

 

Тогда исходное сообщение HELLO преобразуется в шифротекст ARMMV. 

Предлагаем читателю самостоятельно составить процесс дешифрования сооб-

щения, закодированного при помощи аффинной системы подстановок Цезаря. 

Достоинством аффинной системы кодирования информации является удобное 

управление ключами, поскольку ключи шифрования и дешифрования представля-

ются в компактной форме в виде пары чисел (а, b). Недостатки аффинной системы 

подстановок аналогичны недостаткам системы шифрования Цезаря. 

Аффинная система подстановок использовалась на практике несколько ве-

ков назад, а сегодня ее применение ограничивается большей частью иллюстра-

циями основных криптологических подходов. 

 

6. Криптосистема Хилла 

В 1929 году американский математик Лестер Сандерс Хилл опубликовал ал-

гебраический метод, обобщающий аффинную подстановку Цезаря  

𝐸𝑎,𝑏: ℤ/mℤ → ℤ/mℤ,   𝐸𝑎,𝑏(𝑡) = 𝑎𝑡 + 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚) 

t  14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

53 +t  mod 26 21 24 1 4 7 10 13 16 19 22 25 2 
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и использующий не только сдвиг алфавитных символов, что обеспечивало шифр 

бо́льшей криптостойкостью. 

Изложим суть такого метода символьного кодирования, построенного на 

синтезе модульной арифметики и линейной алгебры. В его основе лежит линей-

ное преобразование n-грамм – упорядоченных наборов из n чисел полной си-

стемы наименьших неотрицательных вычетов по модулю m. n-грамму обозна-

чают как ( )1 2, , ..., nx x x x= . 

Напомним, что на множестве классов вычетов ℤ/mℤ определены операции 

сложения, вычитания и умножения по модулю m. Данное множество является 

примером кольца. Кольцо ℝ представляет собой алгебраическую систему, в 

которой определены операции сложения, вычитания и умножения пар 

элементов. Эта алгебраическая система обладает рядом свойств: 

- элементы кольца ℝ образуют коммутативную группу относительно опера-

ции сложения; кроме того, существуют единичный и обратный элементы отно-

сительно операции сложения; 

- умножение и сложение удовлетворяют ассоциативному и дистрибутив-

ному законам. 

Мультипликативное обратное –1 элемента  кольца может существовать 

не всегда. Например, как было показано в разделе «Основы теории чисел», если 

модуль m = 26, то значения 2–1(mod 26) и 13–l(mod 26) не существуют. 
Напомним, что если модуль m является простым числом p, то существует 

обратная величина любого ненулевого элемента t из ℤ/mℤ (при m = p). 

Множество ℤ/pℤ, где p – простое число, является примером алгебраической 

системы, называемой конечным полем. Ненулевые элементы ℤ/pℤ образуют 

мультипликативную группу. 

Множество всех n-грамм ( )1 2, , ..., nx x x x=  с компонентами из кольца ℤ/mℤ об-

разует векторное пространство nmZ ,  над кольцом ℤ/mℤ. Каждая n-грамма 𝑥 ̄ называ-

ется вектором. В векторном пространстве nmZ ,  для векторов 𝑥̄ определены операции 

покомпонентного сложения и вычитания по модулю m, а также скалярное умноже-

ние вектора на элемент t кольца ℤ/mℤ. Сложение и скалярное умножение являются 

операциями, удовлетворяющими коммутативному, ассоциативному и дистрибутив-

ному законам. Вектор 𝑥̄ является линейной комбинацией векторов 𝑥̄(𝑖) с коэффици-

ентами 𝑡𝑖 ∈ ℤ/mℤ, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝐿, если 

𝑥̄ = 𝑡1𝑥̄
(1) + 𝑡2𝑥̄

(2) + . . . + 𝑡𝐿𝑥̄
(𝐿)(mod𝑚). 

Линейное преобразование T  является отображением:  
𝑇: 𝑍𝑚,𝑛 → 𝑍𝑚,𝑛, 𝑇: 𝑥̄ → 𝑦̄, 𝑦̄ = 𝑇(𝑥̄),    

которое удовлетворяет условию линейности 

𝑇(𝑡 ∗ 𝑥̄ + 𝑠 ∗ 𝑦̄) = 𝑡 ∗ 𝑇(𝑥̄) + 𝑠 ∗ 𝑇(𝑦̄) 

для всех s, t в ℤ/mℤ и 𝑥̄, 𝑦 ̄  в 𝑍𝑚,𝑛. 

Линейное преобразование 𝑇 может быть представлено матрицей размером 

nn   вида 
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𝑇 =

[
 
 
 
 
 
 
γ
1,1

 γ
1,2

. . . γ
1,𝑗

. . . γ
1,𝑛

γ
2,1

 γ
2,2

. . . γ
2,𝑗

. . . γ
2,𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
γ
𝑖,1

 γ
𝑖,2

. . . γ
𝑖,𝑗

. . . γ
𝑖,𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
γ
𝑛,1

 γ
𝑛,2

. . . γ
𝑛,j

. . . γ
𝑛,𝑛 ]

 
 
 
 
 
 

,   

причем 𝑦𝑖 = γ
𝑖,1

𝑥1 + γ
𝑖,2

𝑥1 + ⋯+ γ
𝑖,𝑗

𝑥𝑗 + ⋯+ γ
𝑖,𝑛

𝑥𝑛(mod𝑚) или 𝑦𝑖 = 

= ∑ γ
𝑖,𝑗

𝑥𝑗(mod𝑚)𝑛
𝑗 = 1 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

Базисом для векторного пространства 𝑍𝑚,𝑛 является набор векторов из 

{𝑥̄(𝑖): 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}, которые линейно независимы и порождают nmZ , . Каждый базис 

для nmZ ,  содержит n линейно независимых векторов. Любой набор из n векторов, 

которые линейно независимы над 𝑍𝑚,𝑛, является базисом. 

Пусть 𝑇 является линейным преобразованием, описываемым матрицей 𝑇, 

причем 𝑇: 𝑍𝑚,𝑛 → 𝑍𝑚,𝑛. 

Если векторы {𝑥̄(𝑖): 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} линейно независимы над 𝑍𝑚,𝑛, тогда их об-

разы {𝑇(𝑥̄(𝑖)): 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} линейно независимы над 𝑍𝑚,𝑛 только в том случае, если 

определитель матрицы 𝑇, обозначаемый как 𝑑𝑒𝑡( 𝑇), не делится на любое про-

стое p, которое делит m (т. е. число 𝑑𝑒𝑡( 𝑇) взаимно просто с m). В этом случае 

преобразование 𝑇 называется обратимым (или невырожденным) линейным пре-

образованием, имеющим обратное преобразование 𝑇−1: 

𝑇−1: 𝑍𝑚,𝑛 → 𝑍𝑚,𝑛, 𝑇𝑇−1 = 𝑇−1𝑇 = 𝐼, 

где 𝐼 – единичная матрица. Кроме того, 𝑇−1 также является линейным преобра-

зованием. 

Пример 3.7. Зададим число m = 26 (число букв английского алфавита), мат-

рицу преобразования  









=

52

33
T  

и вычислим определитель этой матрицы: 𝑑𝑒𝑡( 𝑇) = 9 ≡ 1(mod 2), det( 𝑇) = 9 ≡
≡ 9(mod1 3). Определитель является взаимно простым с модулем m, поэтому 

существует обратное преобразование 𝑇−1 и оно имеет вид  

𝑇−1 = (
15 17
20 9

). 

Действительно,  

𝑇𝑇−1 = 𝑇−1𝑇 = (
1 0
0 1

). 

Пусть 𝑇 является линейным преобразованием на 𝑍26,2 с матрицей 

 𝑇 = (
3 3
2 5

).  

Используем это преобразование 𝑇 для определения биграммной подста-

новки в английском алфавите {ABCDEFGH…XYZ}. 
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Сначала разобьем n-грамму открытого текста на биграммы, причем выберем 

n кратным 2, например 12-грамма PAYMOREMONEY делится на шесть би-

грамм:  

PA YM OR ЕМ ON EY. 

Затем в каждой биграмме открытого текста заменим каждую букву ее чис-

ловым эквивалентом, равным номеру этой буквы в алфавите (полагаем, что ну-

мерация букв в алфавите начинается с 1): 

PA  16 1; YM   25 13; OR  15 18; 

EM  5 13; ON  15 14; EY   5 25. 

Преобразование биграмм 𝑥̄𝑗 открытого текста в биграммы 𝑦̄𝑖 шифротекста 

осуществляется в соответствии с уравнением 𝑦̄𝑗 = 𝑇𝑥̄𝑗(mod26) или 𝑦̄𝑗 = 

= (
3 3
2 5

) 𝑥𝑗(mod26), где 𝑥̄𝑗 и 𝑦̄𝑗 – вектор-столбцы биграмм шифротекста и от-

крытого текста соответственно. 

Получаем:  

𝑦̄1 = (
3 3
2 5

) (
16
1

) (mod26) = (
25
11

), 

𝑦̄2 = (
3 3
2 5

) (
25
13

) (mod26) = (
10
11

), 

𝑦̄3 = (
3 3
2 5

) (
15
18

) (mod26) = (
21
16

), 

𝑦̄4 = (
3 3
2 5

) (
5
13

) (mod2 6) = (
2
23

), 

𝑦̄5 = (
3 3
2 5

) (
15
14

) (mod26) = (
9
22

), 

𝑦̄6 = (
3 3
2 5

) (
5
25

) (mod26) = (
12
5

). 

Заменяя в биграммах шифротекста числа на соответствующие буквы, полу-

чаем 12-грамму шифротекста: YK JK UP BW IV LE. 

Для расшифрования биграмм 𝑦̄𝑗 шифротекста и восстановления биграмм 𝑥̄𝑗 

открытого текста необходимо выполнить обратное преобразование 𝑇−1 согласно 

уравнению 𝑥̄𝑗 = 𝑇−1𝑦̄𝑗(𝑚𝑜𝑑 26). В рассмотренном примере матрицы преобразо-

вания имели размер 22  и шифровались биграммы (пары) букв. Хотя буква Е 

может быть зашифрована по-разному в различных парах исходного сообщения, 

одна и та же пара, например ЕМ, будет шифроваться всегда одинаково на протя-

жении всего исходного текста. 

Система Хилла является одноалфавитной в широком смысле слова. 

Если систему Хилла использовать для шифрования русскоязычного сооб-

щения, то число 26 (количество символов в алфавите) нужно заменить на 33. 
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§ 2. Современные криптосистемы 

 

1. Криптосистема RSA 

Название криптосистемы RSA является аббревиатурой от фамилий ее созда-

телей – ученых Массачусетского технологического института Рональда Ривеста 

(Ronald Rivest), Ади Шамира (Adi Shamir) и Леонарда Адлемана (Leonard 

Adleman). Основные принципы этой системы были разработаны и опубликованы 

в 1977 г., применяется она и в настоящее время, например является базовой ча-

стью HTTPS-протокола. Алгоритм криптосистемы RSA относится к классу асси-

метричных алгоритмов шифрования, поскольку имеет два разных ключа для 

шифрования и расшифрования – открытый (публичный) и закрытый (приват-

ный) соответственно.    

Алгоритм. В работе с криптосистемой RSA можно выделить три этапа: со-

здание ключа, шифрование сообщения и дешифровка сообщения.  

Создание ключа 

1. Выбрать произвольные простые числа p и q. 

2. Найти их произведение – модуль 𝑛: 
𝑛 = 𝑝𝑞. 

3. Вычислить функцию Эйлера от модуля: 

( ) ( )( )φ 1 1n p q= − − . 

4. Выбрать случайное число e – открытую экспоненту, меньшее ( )φ n  и 

взаимно простое с ним:  

( )( )НОД φ , 1n e = . 

5. Найти число d – секретную экспоненту, обратное к e по модулю ( )n : 

( )( )1 modφed n . 

6. Предоставить набор чисел (𝑛, 𝑒) в качестве открытого ключа, удалить 

всю информацию о 𝑝, 𝑞, ( )φ n  и запомнить 𝑑 в качестве закрытого ключа.  

Адресат (Алиса) передает отправителю (Бобу) открытый ключ. Передача от-

крытого ключа может осуществляться через посредника.  

Шифрование 

Боб шифрует свое числовое сообщение m, предварительно убедившись, что 

число 𝑚 < 𝑛 и является взаимно простым с 𝑛. Для шифрования он возводит 𝑚 в 

степень e по модулю 𝑛: 

( )modeс m n= . 

Боб отправляет Алисе зашифрованное сообщение. Передача возможна и че-

рез посредника, так как поскольку тот не имеет секретного ключа d, то и прочесть 

сообщение Боба не может.  

Расшифровка 

Алиса находит (вычисляет) зашифрованное сообщение m по формуле 

( )moddm с n= . 
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На рис. 4 схематично представлены основные этапы передачи сообщений с 

использованием криптосистемы RSA. 

 

 
 

Рис. 4. Схема передачи сообщения с помощью RSA 

 

Обоснование криптосистемы RSA 

Покажем, что указанная процедура шифрования и расшифрования задает 

корректную и однозначную передачу данных, т. е. Алиса может прочесть сооб-

щение m Боба, имея открытый ключ (𝑛, 𝑒) и закрытый ключ 𝑑. Покажем, что 

с𝑑(𝑚𝑜𝑑 𝑛) = 𝑚. 

Действительно, ( ) ( ) ( ) ( )mod mod mod
d

d e edс n m n m n= = . Поскольку 

( )( )1 modφed n , то будем иметь ( )1 φed l n= + , а это означает, что

( ) ( ) ( )1 φ
mod mod

l ndс n m n
+ 

= . Тогда для взаимно простых чисел n и m справедлива 

теорема Эйлера, согласно которой 
( ) ( )φ

1 mod
n

m n , откуда следует, что 

( ) ( )φ
1 mod

l n
m n


 .  

Таким образом, окончательно получаем:   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 φ φ
mod mod mod

l n l ndс n m n m m n m
+  

= =  = . 

Полученное равенство доказывает, что алгоритм системы RSA является 

криптографическим, т. е. процедура расшифровки позволяет однозначно восста-

новить истинное сообщение.   

Замечание. На пятом шаге создания ключей для нахождения секретной экс-

поненты 𝑑 вместо функции Эйлера можно использовать функцию Кармайкла. 

Функцию Кармайкла задают следующим образом: если известно канониче-

ское разложение числа 1 2 αα α

1 2
s

sn p p p= , где 𝑝𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠  простые числа,  α𝑘 ,

1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑠 - натуральные степени, то значение функции Кармайкла вычисляется 

по формуле  

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 αα α

1 2λ НОК λ ,λ , ,λ s

sn p p p= , 
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где 

( )
( )

( )

α

α

α

φ ,если 2 или 2 и α 2,

λ 1
φ ,  если 2 и α 3

2

i

i

i

i i i i

i

i i i

p p p

p
p p

  = 


= 
= 



. 

Для функции, заданной таким образом, верна теорема Кармайкла.  

Теорема Кармайкла. Если a взаимно просто с n, тогда 
( ) ( )λ

1 mod
n

a n . 

Удобство использования функции Кармайкла состоит в том, что при вычис-

лении секретной экспоненты 𝑑 как числа обратного к e по модулю ( )λ n  можно 

получить меньшее значение, чем при использовании функции Эйлера, что в 

дальнейшем ускорит возведение в степень при расшифровке сообщения.  

Пример 3.8. Зашифровать букву «и» с использованием криптосистемы RSA.  

Вначале поставим в соответствие тексту число: каждой букве алфавита со-

ответствует ее двузначный номер в алфавите. Таким образом, букве «и» соответ-

ствует число 10 (здесь и далее используем 33-х буквенный алфавит с буквой «ё», 

первым буквам соответствует номера вида 01, 02, …, 09). Далее создадим ключ 

и зашифруем сообщение по указанному выше алгоритму. Шаги создания ключей 

и шифрования занесем в таблицу 7.  

Таблица 7 

Создание ключей и шифрование при использовании криптосистемы  
 

№ шага Действия Примечание 

1 Произвольно выбираем p=13,q=19 

Создание 

ключей 

2 Вычисляем n=pq=13⸱19=247 

3 Находим

( ) ( ) ( )( )φ φ 247 13 1 19 1 12 18 216n = = − − =  =  

4 Произвольно выбираем e = 7 

5 ( )7 1 mod216d   с помощью расширенного алго-

ритма Евклида находим d = 31 

6 (n, e)=(247,7) 

   

1 Вычисляем ( ) ( )7mod 10 mod247 205eс m n= = =  Шифрование 

 

Таким образом, адресат получит число 205.  

Пример расшифровки сообщения подробно будет разобран в разделе типо-

вых заданий с образцами решений.  
 

2. Характеристики криптосистемы RSA 

Оценим надежность криптосистемы RSA. Для того чтобы взломать шифр, 

необходимо знать секретную экспоненту d, для нахождения которой, в свою оче-
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редь, требуется вычислить ( )φ n , а следовательно, найти каноническое разложе-

ние числа n (модуля). При больших значениях n задача факторизации становится 

достаточно сложной. Именно сложность задачи факторизации модуля n 

обеспечивает стойкость криптосистемы RSA. 

 С другой стороны, это приводит к ряду ограничений и уязвимостей. Приве-

дем некоторые из них. 

1. При генерации ключа простые числа p и q должны быть выбраны случай-

ным образом и независимо друг от друга и быть настолько большими, чтобы 

обеспечить требуемую длину ключей (в настоящий момент минимальные требо-

вания к длине ключа – 2048 бит).  

2. Числа p и q должны быть такими, чтобы НОД(p – 1, q – 1) был небольшим 

и, желательно, равным 2. 

3. Числа p и q должны быть сильно простыми [27]. Сильно простым назы-

вается такое простое число r, что r + 1 имеет большой простой делитель, r – 1 

имеет большой простой делитель s, такой, что число s – 1 также обладает боль-

шим простым делителем. 

4. Согласно теореме Винера, секретная экспонента d должна быть больше 

41

3
n , в противном случае взломщик может установить d. Для повышения стой-

кости ко взлому и открытая экспонента e также должна быть большой. Эти тре-

бования к значениям d и e приводят к увеличению трудоемкости операции воз-

ведения в большую степень чисел m и c при шифровке и расшифровке сообще-

ния.  

В случае невыполнения одного из условий 1–3 имеются эффективные алго-

ритмы разложения n на простые множители, и шифр теряет свою стойкость ко 

взлому.  

Для того чтобы избежать проблем с возведением в степень при выполнении 

условия 4, применяется китайская теорема об остатках.  

 

3. Китайская теорема об остатках   

Впервые китайская теорема об остатках была упомянута в арифметической 

формулировке в трактате древнекитайского математика Сунь Цзы между III и V ве-

ками н. э. Позже она встречается в полной форме в книге китайского математика 

Цинь Цзюшао «Математические рассуждения в 9 главах», датируемой 1247 годом.  

Теорема (китайская теорема об остатках). Система сравнений с одним 

неизвестным x и попарно взаимно простыми модулями m1, m2, …, mk: 

( )
( )

( )

1 1

2 2

mod ,

mod ,

modk k

x b m

x b m

x b m


 





 

имеет единственное решение ( )0 1 2mod kx x m m m   ,  
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где 0 1 1 1 2 2 2 k k kx M N b M N b M N b= + + + , 1 2 ,k
i

i

m m m
M

m

 
= ( )1 mod ,i i iN M m−=

1,2, ,i k= . 

Замечание. Класс чисел, сравнимых между собой по модулю 𝑚1𝑚2 ∙ … ∙ 𝑚𝑘, 

принимаем за одно решение.  

Решение системы сравнений, данное в теореме, называют решением по ал-

горитму Гаусса.  

Китайская теорема об остатках позволяет каждому целому числу х на от-

резке от 0 до (m1m2 ∙ … ∙ mk) – 1 поставить во взаимно однозначное соответствие 

набор чисел (b1, b2, …, bk), где bi является целым числом на отрезке от 0 до mi – 1 

включительно, i = 1, 2, …, k.  

Определение 3.1. Набор чисел (b1, b2,…, bk), такой, что число х из отрезка 

от 0 до (m1m2 ∙ … ∙ mk) – 1 удовлетворяет системе 

( )
( )

( )

1 1

2 2

mod ,

mod ,

modk k

x b m

x b m

x b m


 





 

называется CRT-представлением числа x по модулю 𝑚1𝑚2 ∙ … ∙ 𝑚𝑘.  

В термине «СRT-представление» CRT является аббревиатурой от «Chinese 

remainder theorem» («Китайская теорема об остатках»). То, что набор чисел (b1, 

b2,…, bk) является CRT-представлением числа x, будем обозначать как 

( )1 2, , , kx b b b . 

Пример 3.9. Найти CRT-представление числа 93 по модулю 140.  

Разложим 140 в произведение попарно взаимно простых множителей:  

140 = 4⸱5⸱7. Найдем остатки от деления 93 на 4, 5 и 7: 

( )
( )
( )

93 1 mod 4 ,

93 3 mod5 ,

93 2 mod7 .







  

Таким образом, 93 удовлетворяет системе сравнений 

( )
( )
( )

1 mod 4 ,

3 mod5 ,

2 mod7

x

x

x





 

 следо-

вательно, его CRT-представлением является набор (1, 3, 2). Обозначаем этот 

факт как 93↔(1, 3, 2). 

Следствие 1. Китайская теорема об остатках позволяет сделать вывод о том, 

что для числа x существует обратное к нему по модулю m = m1m2 ∙ … ∙ mk число 

z, т. е. ( )1 modxz m  тогда и только тогда, когда в CRT-представлении (b1, b2, …, 

bk) числа x каждое число bi имеет обратное по соответствующему модулю mi, 

причем ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1

1 1 2 2mod mod , mod , , modk kz x m b m b m b m− − − −=  .  

, 
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Следствие 2. Свойства сравнений и китайская теорема об остатках позво-

ляют установить также взаимно однозначное соответствие между результатом 

операций над числами x и y и результатом операций над их  

CRT-представлениями. Эти соответствия для различных операций над числами 

( )1 2, , , kx b b b  и ( )1 2, , , ky c c c  приведены ниже в таблице 8. 

 

                                          Таблица 8 

Соответствие операций над числами и над их CRT-представлениями 

 

Операция над x, y по 

модулю m = m1m2 …mk 

СRT-представление результата операции 

x±y ( )1 1 2 1, , , k kb c b c b c+ + +  

x⸱y ( )1 1 2 2, , , k kb c b c b c    

x⸱y-1 ( )1 1 1

1 1 2 2, , , k kb c b c b c− − −    

xk ( )1 2, , ,n n n

kb b b  

 

С практической точки зрения суть следствий из китайской теоремы об 

остатках в следующем. Вместо того, чтобы выполнять операции по составному 

модулю над большими числами x и y, можно выполнять те же операции по про-

стому модулю над их компонентами в CRT-представлении, а затем по получен-

ному CRT-представлению восстановить искомое число. При этом хотя количе-

ство операций возрастает, все они совершаются над меньшими числами и по 

меньшему модулю, что существенно упрощает задачу. Именно поэтому для воз-

ведения в степень на этапах шифрования и расшифровки в алгоритмах RSA ис-

пользуется CRT-представление.  

Особенностью применения CRT-представления в работе криптосистемы 

RSA является то, что модуль n раскладывается всего на два простых множителя. 

Следовательно, СRT-представление имеет только две компоненты и после их 

возведения в степень необходимо восстановить зашифрованное (расшифрован-

ное) число по системе из двух сравнений. Для этого необязательно пользоваться 

алгоритмом Гаусса, можно найти решение с помощью формул Гарнера.  

Пусть x удовлетворяет системе сравнений  

( )
( )
mod ,

mod ,

x a p

x b q

 



 

тогда 

( )( )( )( )1 mod modx a b q p p q b−= − +  

или 
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( )( )( )( )1 mod modx b a p q q p a−= − + . 

При этом обе формулы дают одно и то же значение x.  

Пример 3.10. Зашифровать слово «ма» в криптосистеме RSA, используя 

CRT-представление.  

Переведем текст в число использованным в примере 3.8 способом, поставив 

каждой букве в соответствие ее номер в алфавите и записав эти номера подряд: 

«ма» = 1401.  

Шаги создания ключей занесем в таблицу 9. 

   Таблица 9 

Создание ключей при использовании криптосистемы RSA 

  

№ шага Действия Примечание 

1 Произвольно выбираем p = 23, q = 61 

Создание 

ключей 

2 Вычисляем n = pq = 23⸱61 = 1403 

3 Находим ( ) ( ) ( )( )φ φ 1403 23 1 61 1 1320n = = − − =  

4 Произвольно выбираем e =853 

5 ( )853 1 mod1403d   с помощью расширенного 

алгоритма Евклида находим d = 277 

6 (n, e) = (1403, 853) 

Перейдем к шифрованию. Для создания шифра необходимо вычислить 

( ) ( )853mod 1401 mod1403eс m n= = . Вначале проверим, можно ли уменьшить сте-

пень, воспользовавшись теоремой Кармайкла.  

Так как n=1403=23⸱61, то ( ) ( ) ( ) ( )( )λ λ 23 61 НОК λ 23 ,λ 61n =  = . Для чисел 

23 и 61, согласно определению, значения функции Кармайкла ( ) ( )λ 23 , λ 61 сов-

падают со значениями функции Эйлера ( ) ( )φ 23 , φ 61 : 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )λ 1403 НОК λ 23 ,λ 61 НОК φ 23 ,φ 61 НОК 22, 60 660= = = = .  

По теореме Кармайкла 
( ) ( )λ

1 mod
n

a n  имеем: 

( ) ( )λ 1403 6601401 1401 1 mod1403=  .  

Тогда ( )853 660 193 660 193 1931401 1401 1401 1401 1 1401 mod1403+= =    . 

Заметим, что в данном случае применение теоремы Эйлера 
( ) ( )φ

1 mod
n

a n  

не позволяет упростить выражение, так как ( )φ 1403 1320=  превышает открытую 

экспоненту e = 853.  

Далее для возведения в степень 193 числа 1401 по модулю 1403 будем ис-

пользовать CRT-представление. 

1. Найдем остатки от деления числа 1401 на p = 23 и q = 61:  

( )1401 21 mod23 , 
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( )1401 59 mod61 . 

Тогда ( )1401 21, 59 , а ( )193 193 1931401 21 , 59 . 

2. Вычислим ( )19321 mod23  и ( )19359 mod61 . Вначале используем малую тео-

рему Ферма для простых модулей ( )1 1 modpa p−  : ( )2221 1 mod23  и 

( )6059 1 mod61 , что позволит значительно упростить поставленную задачу:  

( ) ( )
8

193 22 8 17 22 17 1721 21 21 21 1 21 mod23 += =    , 

( ) ( )
3

193 60 3 13 60 13 1359 59 59 59 1 59 mod61 += =    .  

Для дальнейшего вычисления ( )1721 mod23  и ( )1359 mod61  будем использо-

вать алгоритм быстрого возведения в степень (бинарный метод справа налево). 

При его реализации находим степени вида 2k: 

( )221 441 4 mod 23=  ; 

( ) ( )4 221 4 mod23 16 mod23 = ; 

( ) ( )8 221 16 mod23 3 mod23  ; 

( ) ( )16 221 3 mod23 9 mod23 = . 

Представим степень 17 как сумму степеней двойки и воспользуемся свой-

ством сравнений:  

( ) ( )17 16 1 1621 21 21 21 9 21 mod23 5 mod23+= =     . 

Аналогичным образом выполним возведение в степень по модулю 61 числа 59: 

( )259 3481 4 mod61=  ; 

( ) ( )4 259 4 mod61 16 mod61 = ; 

( ) ( )8 259 16 mod61 12 mod23  ; 

( ) ( )16 259 12 mod23 22 mod23  ; 

( ) ( )13 8 4 1 8 459 59 59 59 59 12 16 59 mod61 43 mod61+ += =       . 

В итоге получено CRT-представление 
1931401  по модулю 1403: 

( )1931401 11,43  

3. Восстановим по CRT-представлению число 1931401  по модулю 1403. Для 

этого будем использовать формулу Гарнера  

( )( )( )1 mod modc b a p q q p a−= − +  

при a = 5, b = 43, p = 23, q = 61.  

Предварительно вычислим ( ) ( )1 1mod 23 mod61 8p q− −= = .  

Тогда b – a = 43 – 5 = 38, ( )( ) ( )1 mod mod 38 8 mod61 60b a p q q−− =  = , 

60 23 5 1385c =  + = . 
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Итак, окончательный результат – шифр ( )8531401 mod1403 1385с = = . 

Замечание. Если опустить этап понижения степени с помощью теоремы 

Кармайкла, а применять лишь малую теорему Ферма для компонент  

CRT-представления, то в результате также придем к необходимости вычислить 

( )1721 mod23  и ( )1359 mod61 .  

Подробные примеры алгоритма расшифровки приведены в разделе типовых 

заданий с образцами решений. 

 

4.  Криптосистема Эль-Гамаля  

Данная система шифрования была создана во время обучения в аспирантуре 

американским криптографом родом из Египта Тахером Эль-Гамалем, опублико-

вавшем результаты своих исследований в 1985 году в статье «Криптосистема с 

открытым ключом и схема цифровой подписи на основе дискретных логариф-

мов». Криптосистема Эль-Гамаля так же, как и криптосистема RSA, относится к 

асимметричным системам шифрования, и в настоящее время используется ее мо-

дификация на эллиптических кривых.  

Алгоритм. Как и в случае с криптосистемой RSA, опишем три этапа ис-

пользования криптосистемы Эль-Гамаля: создание ключа, шифрование сообще-

ния и расшифровка сообщения.  

Создание ключа 

1. Выбрать произвольное достаточно большое простое число P. 

2. Найти число g – генератор мультипликативной группы классов выче-

тов (ℤ/Pℤ)*. 

3. Выбрать случайным образом число x – закрытый ключ, меньший P – 1.  

4. Найти число ( )modxy g P= . 

5. Предоставить набор чисел (P, g, y) в качестве открытого ключа.  

Шифрование 

1. Отправитель выбирает рандомизатор – случайное число r, 1 < r < P – 1. 

2. Генерирует открытый сеансовый ключ ( )1 modrС g P= . 

3. Находит число ( )modry P . 

4. Шифрует сообщение m по формуле ( )2 modrC my P . 

Отправитель посылает адресату шифротекст – пару чисел (С1, С2).  

Расшифровка 

1. Адресат возводит открытый сеансовый ключ С1 в степень закрытого 

ключа x по модулю P: ( )1 modxK C P= . 

2. Находит обратное к K по модулю P. 

3. Вычисляет зашифрованное сообщение m по формуле 

( )12 mod .m С K P−=   

Рисунок 5 иллюстрирует шаги описанного выше алгоритма.      
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Рис. 5. Схема передачи сообщения с помощью криптосистемы  

Эль-Гамаля 

 

Обоснование криптосистемы Эль-Гамаля 

Покажем, что указанная процедура шифрования задает корректную и одно-

значную передачу данных и их расшифрование. 

Докажем, что С2 ⋅ 𝐾−1(𝑚𝑜𝑑 𝑃) = 𝑚. 

Действительно, так как ( )1 modrС g P= , то ( )1 modx rxK С g P= =  и 

( ) ( )
1

1 modrxK g P
−

− = . Также подробно преобразуем С2: ( )2 modrC my P =

( ) ( ) ( )mod mod
r

x xrm g P mg P= = . Тогда ( )12 modС K P− = ( ) ( )
1

modxr rxmg g P
−

 =

m= . 

Пример 3.11. Зашифровать букву «и» с использованием криптосистемы 

Эль-Гамаля.  

Вначале поставим в соответствие букве «и» ее порядковый номер в алфавите. 

Далее создадим ключ и зашифруем по указанному выше алгоритму  

Эль-Гамаля. Шаги создания ключей и процесса шифрования занесем в таблицу 10. 
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                                                                                                          Таблица 10 

Шифрование при использовании криптосистемы Эль-Гамаля 

 

№ шага Действия Примечание 

1  Произвольно выбираем простое число P = 587 

Создание 

ключей 

2 Простым перебором находим число g = 5 – ге-

нератор мультипликативной группы классов 

вычетов (ℤ/Pℤ)* 

3 Выбираем случайным образом число x = 269 за-

крытый ключ 

4 Находим ( ) ( )269mod 5 mod587 556xy g P= = =  

5 (P, g, y) = (587, 5, 556) 

1 Выбираем случайное число r = 83 

Шифрование 

2 Генерируем открытый сеансовый ключ 

( ) ( )831 mod 5 mod587 388rС g P= = =  

3 Вычисляем ( ) ( )83mod 556 mod587 288ry P = =  

4 Шифротекстом сообщения m = 10 будет: 

( ) ( )2 mod 10 288 mod587 532rC my P =  =  

 

Таким образом, адресат получит набор их открытого сеансового ключа и 

самого шифра (С1, С2) = (388, 532).  

Несмотря на то, что в рассмотренном примере намеренно использовались 

небольшие числа, уже на этапе создания открытых ключей потребовалось ис-

пользовать алгоритмы быстрого возведения в степень.  

Подробные примеры алгоритма дешифровки можно изучить в типовых за-

даниях для лабораторных работ с образцами их решения.  

 

5. Характеристики криптосистемы Эль-Гамаля 

Пункт 1 алгоритма шифрования – введение случайного числа (рандомиза-

тора) r делает шифр Эль-Гамаля шифром многозначной замены, в котором од-

ному символу исходного алфавита соответствует не единственная замена, и по-

этому для него открытые текст и ключ не определяют шифротекст однозначно. 

При условии, что для разных сообщений m и m’ используются разные рандоми-

заторы r и r’, даже если взломщику известны m, C1, C2, он не сможет без знания 

секретного ключа отыскать m’ по C1’ и C2’, поэтому криптосистема Эль-Гамаля 

относится к схемам вероятностного шифрования.  

Стойкость криптосистемы Эль-Гамаля основана на сложности задачи дис-

кретного логарифмирования: решения уравнения ( )modxy g P=  в мультиплика-

тивной группе (ℤ/Pℤ)* относительно x, где g – генератор мультипликативной 

группы  (ℤ/Pℤ)*. Наиболее очевидный способ – способ простого перебора x до 



 
101 

тех пор, пока не получим значения x, удовлетворяющего уравнению. Для боль-

ших n этот способ не эффективен и применяется редко. Существуют другие, бо-

лее быстрые алгоритмы решения этого уравнения (алгоритм «малый шаг – боль-

шой шаг», ρ-алгоритм Полларда, алгоритм Полига – Хеллмана, см. [1]), однако 

есть предположение, что не существует полиномиального алгоритма решения 

проблемы дискретного логарифма. Считается, что задача дискретного лога-

рифма практически не решаема, если P содержит не менее 150 десятичных зна-

ков. Рекомендуется также, чтобы P – 1 содержало большой простой делитель. 

Криптосистема Эль-Гамаля может быть обобщена для применения в любой 

конечной циклической группе G. Пример еще одной циклической группы, в ко-

торой используется криптосистема Эль-Гамаля, будет приведен в модуле 5 «Ко-

нечные поля».  

Недостатком схемы шифрования Эль-Гамаля является удвоение длины за-

шифрованного текста по сравнению с начальным текстом. Кроме того, крипто-

система Эль-Гамаля не является стойкой к атакам на основе подобранного шиф-

ротекста. Тем не менее эта криптосистема входит в гибридные криптосистемы, 

где используется для шифрования ключа, с помощью которого само сообщение 

шифруется в симметричной криптосистеме.  
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ТИПОВЫЕ ЗАДАНИЯ ПО ТЕМЕ «ИСТОРИЧЕСКИЕ  

И СОВРЕМЕННЫЕ КРИПТОСИСТЕМЫ» С ОБРАЗАЦАМИ РЕШЕНИЙ1 

 

Задание 1. Дешифровать криптотекст RSA (n, e, c), где n – модуль, e – от-

крытая экспонента, c – шифр: а) (n = 253, e = 13, c = 179); б) (n = 4116037, e = 

 = 451737, c = 833207). При переводе натурального числа в текст полагать, что 

каждая буква задается своим двузначным номером в русском алфавите: «а» – 01, 

«б» – 02 и т. д. (см. приложение 1). 

Решение  

а) Для дешифрования криптотекста (n = 253, e = 13, c = 179) необходимо 

возвести шифр c в степень секретной экспоненты d по модулю n. Поскольку в 

данной задаче не указана скрытая экспонента, то алгоритм дешифрования вклю-

чает дополнительные шаги по ее нахождению. 

Реализация алгоритма дешифрования. 

1. Найдем каноническое разложение числа n (модуля): 253 11 23n = =  . За-

мечание: схема шифрования RSA требует, чтобы каноническое разложение 

числа n содержало только два простых множителя. 

2. Вычисляем функцию Эйлера от модуля n: ( ) ( )φ φ 253n = = ( )φ 11 23 =

( ) ( )11 1 23 1 220= −  − = . 

3. Найдем скрытую экспоненту d как число, обратное к открытой экспо-

ненте e=13 в ее числовом сравнении по модулю ( )φ 220n = :  

( )( )1 1modd e n d e− −=  =  в кольце классов вычетов ℤ/φ(n)ℤ.  

Для отыскания обратного класса воспользуемся соотношением Безу для вза-

имно простых чисел e = 13 и φ(n) = 220: 

( ) ( )НОД 220,13 1 221 220 220 1 13 17= = − =  − +  .  

В данном случае коэффициенты соотношения Безу легко подбираются, но в 

общем случае можно воспользоваться расширенным алгоритмом Евклида. Тогда 

классом, обратным к классу 13  в кольце классов вычетов ℤ /220ℤ, является класс 

17  (см. модуль 1), а скрытая экспонента d = 17. 

4. Возведем шифр с = 179 в степень скрытой экспоненты d = 17 по модулю 

n = 253, чтобы получить зашифрованное число m: 

( )17179 mod253m = .  

Возведение в семнадцатую степень проведем c помощью бинарного метода 

справа налево, раскладывая 17 по степеням двойки:  

( )2179 32041 163 mod253=  , 

( )4 2179 163 26569 4 mod253 =  , 

 
1 В данном разделе приводится подробное решение заданий по криптосистемам RSA и Эль-Гамаля (задачи 

5 и 6 в индивидуальном варианте лабораторной работы). Принципы шифрования и расшифровки шифротекста 

историческими криптосистемами (задачи 1–4 в индивидуальном варианте лабораторной работы) подробно про-

иллюстрированы в разделе «Теоретические сведения» этого модуля.  
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( )8179 16 mod253 , 

( )16 2179 16 256 3 mod253 =  , 

( )17 16 1 16179 179 179 179 3 179 537 31 mod253+= =    =  . 

Таким образом, зашифрованное число m = 31, что соответствует букве «э» 

русского алфавита. ▲ 

б) Для дешифрования сообщения (n = 4116037, e = 451737, c = 833207), со-

зданного алгоритмом RSA, действуем аналогично пункту «а». 

1. Найдем каноническое разложение модуля n: n = 4116037 1367 3011=  . 

2. Вычислим функцию Эйлера от модуля n:  

( ) ( )φ φ 4116037n = = ( ) ( ) ( )φ 1367 3011 1367 1 3011 1 4111660 = −  − = . 

3. Найдем скрытую экспоненту d – число, обратное по модулю ( )φ n =   

= 4111660  к открытой экспоненте e, используя расширенный алгоритм Евклида 

(подробные вычисления алгоритма опускаем): 3870733d = . 

4. Возведем шифр с = 833207 в степень скрытой экспоненты d = 3870733 по 

модулю n = 4116037, чтобы получить зашифрованное число m: 

( )3870733833207 mod4116037m = .  

Возведение большого основания в большую степень способом, указанным 

в пункте «а», становится неэффективным. Поэтому применим китайскую тео-

рему об остатках и CRT-представление чисел c и m по модулю n.  

Опишем поэтапно последующие действия: 

4.1. Найдем CRT-разложение основания c = 833207. Для этого вычислим 

остатки от деления c = 833207 на числа p = 1367 и q = 3011 – делители модуля  

n = 4116037, найденные на первом шаге алгоритма: 

( ) ( )833207 704 mod1367 , 833207 2171 mod3011  . 

Тогда CRT-разложение ( )833207 704,2171 . 

4.2 Найдем CRT-представление зашифрованного числа m. По свойствам 

CRT-представления  

( ) ( )3870733 3870733 3870733833207 mod4116037 704 ,2171 .  

Задача упрощается не только благодаря тому, что необходимо возводить в 

степень меньшие основания, но и за счет того, что возведение в степень каждой 

координаты CRT-представления проводится по простому модулю, меньшему 

степени (первая координата по модулю p = 1367, вторая по модулю q = 3011). 

Следовательно, можно использовать малую теорему Ферма ( )1 1 modpa p−   и 

учесть, что  

( ) ( )1366 3010704 1 mod1367 ,  и 2171 1 mod3011 .    

Вычислим остатки от деления степени 3870733 на 1366 и 3010: 

( ) ( )3870733 855 mod1366 ,  3870733 2883 mod3010 .= =  
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Тогда  

( ) ( )
1

11366 8553870733 1366 855 855704 704 704 704 1 704 mod1367
m

m += =    ; 

( ) ( )
2

23010 28833870733 3010 2883 28832171 2171 2171 2171 1 2171 mod3011
m

m += =    . 

Теперь приступим к возведению в степень, используя алгоритм быстрого 

возведения в степень (бинарный метод справа налево), для чего вычислим срав-

нения для показателей степеней вида 2k: ( )2704 mod1367
k

a , 

( )22171 mod3011
k

b . Результаты вычислений представим в таблицах:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Такие таблицы легко рассчитать, например, в Excel, так как на каждом шаге 

заполнения строки второго столбца достаточно вычислить остаток от деления 

квадрата предыдущей ячейки этого же столбца на нужный модуль, например для 

вычисления ( )16704 mod1367  учитываем, что ( )8704 201 mod1367 , тогда 

( ) ( )
2

16 8 2704 704 201 mod1367=  . Теперь, используя свойства сравнений и пред-

ставляя каждый показатель степени как сумму степеней двойки, легко выполним 

возведение:  

( )

855 512 256 64 16 4 2 1 512 256 64 16 4 2704 704 704 704 704 704 704 704 704

510 1075 699 758 1036 762 704 mod1367 .

+ + + + + += =       

      
 

В этом выражении каждую степень числа 704 заменили на сравнимое с ней 

число из первой таблицы. Таким образом, вычислив остаток от деления послед-

него произведения на 1367, получим 

( )855704 1229 mod1367 .  

Аналогичным способом используя вторую таблицу, вычислим 

( )28832171 mod3011 :  

Степень 

числа 704 

Результат 

сравнения по 

модулю 1367 

2 762 

4 1036 

8 201 

16 758 

32 424 

64 699 

128 582 

256 1075 

512 510 

Степень 

числа 2171 

Результат 

сравнения по 

модулю 3011 

2 1026 

4 1837 

8 2249 

16 2532 

32 605 

64 1694 

128 153 

256 2332 

512 358 

1024 1702 

2048 222 



 
105 

( ) ( )

2883 2048 512 256 64 2 1 2048 512 256 64 22171 2171 2171 2171 2171 2171 2171 2171

222 358 2332 1694 1026 2171 mod3011 2238 mod3011 .

+ + + + += =      

      
 

Теперь имеем CRT-представление зашифрованного числа m: 

( ) ( )3870733833207 mod4116037 1229, 2238 . 

4.3. Восстановим число m по его CRT-представлению. Для этого необхо-

димо решить систему их двух сравнений:  

( )
( )

1229 mod1367 ,

2238 mod3011 .

m

m

 



 

Ее можно решать общим методом Гаусса, но для частного случая системы 

из двух сравнений со взаимно простыми модулями целесообразно использовать 

формулы Гарнера: если m – решение системы 
( )
( )
mod ,

mod ,

m a p

m b q

 



 

то ( )( )( )1 mod modm b a p q q p a−= − +  или ( )( )( )1 mod mod .m a b q p p q b−= − +  

Воспользуемся первой из этих формул при a = 1229, b = 2238, p = 1367, 

q=3011. Предварительно вычислив с помощью расширенного алгоритма Евклида 

( ) ( )1 1mod 1367 mod3011 2174p q− −= = , получим: 

( )( )( )2238 1229 2174 mod3011 1367 1229 1558 1367 1229 2131015m = −   + =  + =  

Переведем число в текст, учитывая, что каждой букве ставится в соответ-

ствие ее двузначный номер в русском алфавите. Так как число m содержит не-

четное число знаков, то припишем в его начале 0: 

02 13 10 15→ «блин».  

Таким образом, после дешифрования мы получили сообщение «блин». ▲ 

 

Задание 2. Дешифровать криптотекст Эль-Гамаля ( , , , 1, 2)P g y C C , где P – 

простое число, g – генератор мультипликативной группы (ℤ/Pℤ)*, xy g=  – от-

крытый ключ, C1 – открытый сеансовый ключ, C2 – шифр:  

а) (P = 29, g = 2, y = 18, C1 = 14, C2 = 12);  

б) (P = 521, g = 3, y = 165, C1 = 358, C2 = 502).  

При переводе натурального числа в текст полагать, что каждая буква зада-

ется своим двузначным номером в русском алфавите: «а» – 01, «б» – 02  

и т. д. (см. приложение 1). 

Решение 

Заметим, что в обоих случаях неизвестен скрытый ключ x, поэтому в алго-

ритм дешифрования включим этапы его нахождения.  

а) Пусть дан криптотекст Эль-Гамаля (P = 29, g = 2, y = 18, C1 = 14, C2 = 12). 

Опишем поэтапно последующие действия его дешифрования: 

1. Для того чтобы определить скрытый ключ, решим сравнение 

( )modxg y P : ( )2 18 mod29x  .  
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В данном примере несложно перебрать все степени двойки по модулю 29, 

до тех пор, пока не получим верное сравнение при x = 11. 

2. Вычислим ( ) ( )1 mod modx rxС P g P= : 

( ) ( )11 8 214 14 14 14 22 23 14 mod29 8 mod29 .=        

Здесь, как и в задании 1, был использован алгоритм быстрого возведения в 

степень.  

3. Вычислим ( ) ( )
1

1 modxС P
−

, используя расширенный алгоритм Евклида: 

( )18 mod 29 11− = . 

4. Найдем зашифрованное число ( ) ( )
1

2 1 modxm C C P
−

=  : 

( )12 11 mod29 16m m=   = .  

Таким образом, зашифрованным сообщением является число 16, соответ-

ствующее букве «о». ▲ 

Δ б) Пусть дан криптотекст Эль-Гамаля (P = 521, g = 3, y = 165, C1 = 358,  

C2 = 502). 

Опишем поэтапно последующие действия его дешифрования: 

1. Для отыскания скрытого ключа 𝑥 решаем сравнение ( )3 165 mod521x  . 

Решать его простым перебором можно с помощью простого алгоритма, реализо-

ванного, например, в системе компьютерной алгебры Wolfram Mathematica или 

на любом языке программирования. Алгоритм заключается в следующем. 

ВХОД. Ввод данных. Основание – натуральное число g, простой модуль p, 

натуральное число a. 

Тело алгоритма. 

1. i = 1; b = g. 

2. Пока b ≠ a выполнять следующее:  

2.1 b = b⸱g(mod p); 

2.2 i = i+1; 

3. Вернуть i. 

ВЫХОД. Вывод данных. Степень i такая, что ( )modxg a p . 

Этот алгоритм основан на использовании свойства сравнений: если 

( )modkb l p , то ( )modkb b l b p   . 

Применив этот алгоритм, находим x = 351. Остальные шаги дешифрования 

проводим аналогично пункту «а». 
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2. Вычислим ( ) ( )1 mod modx rxС P g P= : 

( )351 256 64 16 8 4 2358 358 358 358 358 358 358 358 33 mod521=        . 

3. Вычислим ( ) ( )
1

1 modxС P
−

, используя расширенный алгоритм Евклида: 

( )133 mod521 300− = . 

4. Найдем зашифрованное число ( ) ( )
1

2 1 modxm C C P
−

=  : 

( )502 300 mod521 31m m=   = .  

Таким образом, зашифрованным сообщением является число 31, соответ-

ствующее букве «э». ▲ 
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ТЕСТ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ ПО ТЕМЕ  

«ИСТОРИЧЕСКИЕ И СОВРЕМЕННЫЕ КРИПТОСИСТЕМЫ» 

 

Вопрос 1. Установить соответствие между названием способа шифрования 

и его характеристиками. Ответ записать в виде сочетания букв и цифр, соблюдая 

алфавитную последовательность букв. Некоторые данные правого столбца могут 

использоваться несколько раз или не использоваться вообще.  

 

Способ шифрова-

ния 

Характеристика 

A. Шифр Цезаря 

B. Криптосистема 

Кардано  

C. Постолбцовая 

транспозиция 

D. Шифр Трите-

миуса 

E. Криптосистема 

Хилла  

F. Криптосистема 

RSA 

G. Криптосистема 

Эль-Гамаля 

1) При дешифровке используется возведение шифра в сте-

пень закрытого ключа по модулю n.  

2) В качестве ключа используется фраза-девиз, буквы ко-

торой подписываются под буквами сообщения. 

3) Используется линейное преобразования n-грамм по 

формуле (mod )j jy Tx N= , где T- матрица, имеющая обрат-

ную, N – число букв в алфавите. 

4) Используется прямоугольный трафарет с вырезами, по-

ворачивая его и выписывая буквы в вырезах, читают за-

шифрованное сообщение. 

5) Стойкость криптосистемы основана на сложности про-

блемы дискретного логарифма. 

6) Сообщение записывается построчно, при записи шиф-

ротекста буквы считывают по столбцам. 

7) Замена каждой буквы сообщения на отстоящую от нее 

по алфавиту на определенное число позиций по циклу 

 

Вопрос 2. Зашифровать с помощью шифра Цезаря первые две строчки бе-

лорусского государственного гимна, используя белорусский алфавит (с дигра-

фами «дз», «дж»). Сдвиг подобрать таким образом, чтобы букве исходного сооб-

щения «м» соответствовала буква шифра «з» (знаки препинания опустить).  

А) зф ьажыломф здлiфш жчягд 

    Мцлтыз ыяяытфш лйяiые гшзжд 

B) зф ьвжыломф здзлiфш жчядждз 

    Мцлтыз ыяяыiфш лйяiые джшзждз 

С) зф ьвжыломф здзлiфш жчбдз 

    Мцлтыз ыяяыiфш лйяiые джшзждз 

 

Вопрос 3. Используя криптосистему Тритемиуса, расшифровать сообщение 

«рёеттцём оемфъысыв» с девизом «земля». 
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Вопрос 4.  Используя постолбцовую транспозицию, расшифровать четверо-

стишие известного белорусского поэта «пгiiӯяаун юнгчжннiа мпаеогiат асло-

кюдеi жцхчодаем знӯславкп яаагьтгьн анаакалйс кзянiiряй шжшцтiмяо 

ӯмiлыьчмл iекмсасле». Порядок считывания букв в ряде может меняться от 

столбца к столбцу.  

 

Вопрос 5. Зная исходное сообщение «каждая мелочь важна» и зашифрован-

ное с помощью криптосистемы Кардано «олье амба ячнл жюва», выбрать ре-

шетку, которую использовали при шифровании.  

A)  

O O X O 

O X O O 

O O O O 

X O X O 

B) 

O O O O 

X O O X 

O X O O 

O O O X 

C)  

O X O O 

X O O X 

O X O O 

O O O X 

D) 

X O O O 

O O X O 

O O O X 

O O O X 

 

Вопрос 6. Расшифровать методом Хилла сообщение «ау», если линейное 

преобразование задается матрицей 
9 2

7 3
T

 
=  
 

. 

A) ьм; 

B) рг; 

C) щп; 

D) гр; 

E) мь. 
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Вопрос 7. Установить верный порядок действий при создании ключей и 

шифрования в криптосистеме RSA. Ответ привести в виде последовательности 

букв, например AFCDBE. 

A) Выбрать случайное число e – открытую экспоненту. 

B) Найти модуль n = pq.  

C) Найти секретную экспоненту. 

D) Вычислить функцию Эйлера ( )φ n . 

E) Шифрование сообщения m: ( )modeс m n= . 

F) Выбрать произвольные простые числа p и q. 

 

Вопрос 8. CRT-представлением числа 1151443 по модулю 2047 является: 

A) (1, 83); 

B) (11, 51); 

C) (1,51); 

D) (83,51). 

 

Вопрос 9. Установить верный порядок действий при создании ключей и 

шифрования в криптосистеме Эль-Гамаля. Ответ приведите в виде последова-

тельности букв, например AFCDBE. 

A) Выбрать случайным закрытый ключ. 

B) Сгенерировать открытый сеансовый ключ C1 и найти число ( )mod .ry P  

C) Выбрать произвольное достаточно большое простое число P.  

D) Найти число ( )modxy g P= . 

E) Выбрать случайное число r. 

F) Зашифровать сообщение m по формуле ( )2 modrC my P . 

G) Найти генератор мультипликативной группы классов вычетов (ℤ/Pℤ)*.  

 

Вопрос 10. Характеристикой криптосистемы Эль-Гамаля НЕ является:  

A) Шифр Эль-Гамаля – шифр многозначной замены. 

B) Стойкость криптосистемы основана на проблеме дискретного лога-

рифма. 

C) Криптосистема может быть адаптирована для любой конечной цикличе-

ской группы. 

D) Для шифрования и дешифровки сообщений нет необходимости в алго-

ритмах быстрого возведения в степень.  
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Ключ к тесту: 

 

Номер 

вопроса 

Ответ 

1 A7B4C6D2E3F1G5 

2 С 

3 зачётная ведомость 

4 М. Багдановiч «Памiж пяскоӯ Егiпецкай зямлi… 

5 C 

6 A 

7 FBDACE 

8 B 

9 CGADEBF 

10 D 
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ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ № 3 

«ИСТОРИЧЕСКИЕ И СОВРЕМЕННЫЕ КРИПТОСИСТЕМЫ» 

 

1. Расшифровать сообщение на белорусском, русском или английском 

языке, зашифрованное указанным шифром маршрутизации. 

2. Расшифровать сообщение с девизом: расшифровать криптотекст на бело-

русском, русском или английском языке, используя криптосистему Тритемиуса. 

3. Дешифровать криптотекст на белорусском, русском или английском 

языке, используя криптосистему Кардано и симметричные отражения решетки 

относительно средних линий.  

4. Расшифровать сообщение, зашифрованное методом Хилла, при условии, 

что линейное преобразование задается матрицей 𝑇: 

Варианты 1–7: матрица
18 16

9 1
T

 
=  
 

, нумерация букв русского алфавита 

начинается с единицы, тридцать четвертый символ – это пробел, тридцать пятый – 

восклицательный знак, тридцать шестой – вопросительный знак, а тридцать 

седьмой – точка (т. е. вычисления проводить по 𝑚𝑜𝑑 37); 

Варианты 8–15: ключавая матрыца 𝑇 = (
3 3
2 5

), нумарацыя літар беларус-

кага алфавіту пачынаецца з 1, трыццаць трэці сімвал – апостраф, трыццаць 

чацвёрты – гэта прабел, трыццаць пяты – клічнік, трыццаць шосты – пытальнік, 

а трыццаць сёмы – кропка (гэта значыць вылічэнні праводзіць па 𝑚𝑜𝑑 37). 

5. Дешифровать криптотекст RSA (n, e, c), где n – модуль, e – открытая экс-

понента, c – шифр. В отчете привести результаты каждого шага алгоритма рас-

шифровки по образцу решений типовых задач. В пункте «б» подробно описать 

применение китайской теоремы об остатках: CRT-представление чисел, алго-

ритм быстрого возведения в степень.  

6. Дешифровать криптотекст Эль-Гамаля (𝑃, 𝑔, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2), где P – простое 

число, g – генератор мультипликативной группы (ℤ/Pℤ)*, 𝑦 = 𝑔𝑥 – открытый 

ключ, C1 – открытый сеансовый ключ, C2 – шифр. В отчете привести результаты 

каждого шага алгоритма расшифровки по образцу решений типовых задач. В 

пункте «б» указать использованный способ нахождения ключа. 

В заданиях № 5 и № 6 при использовании онлайн-ресурсов для расчетов 

указать использованный ресурс; при реализации алгоритмов быстрого возведе-

ния в степень и (или) использовании китайской теоремы об остатках на каком-

либо языке программирования или в системах компьютерной алгебры к отчету 

приложить листинг программы. 

 

Вариант 1 

 

1. ОТКСЯ СДЎТЗ РДІ ЫДЬГ Е ДЗЛМС ЖІСМГПАСЯ ХЁТЎ М ЖБХЯ 

ХЁТЎ РТЁД (шифр Цезаря, белорусский алфавит, сдвиг на + 4 буквы). 

2. Девиз: ANNE BRONTE 
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PPSFWLXTOQBBRKWDACZLSOQJ (английский язык). 

3. Решетка Кардано 

 

Х    

Х  Х  

   Х 

  Х  

    

 Х   

 

ЛИЫЯОЯ ЕОНПЛД ИШСОРР ИБЬПЯН (русский язык). 

4. Бхесу.фцц (последний символ - пробел). 

5. Расшифровать криптотекст RSA (n, e, c): 

а) n = 91; e = 5; c = 5; 

б) n = 1269083; e = 19; c = 505509. 

6. Расшифровать криптотекст Эль-Гамаля (𝑃, 𝑔, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2): 

а) P = 41; g = 7; y = 38; C1 = 20; C2 = 16; 

б) P = 547; g = 5; y = 24; C1 = 34; C2 = 202. 

 

Вариант 2 

 

1. ЫХТ СІ УДЁДКДІ ЎТЗСЦЬ РТЁЦ СІ УДЁДКДІ ЎТЗСЯ СДЎТЗ  

(шифр Цезаря, белорусский алфавит, сдвиг на + 4 буквы). 

2. Девиз: АГОНЬ 

ШЯБРЛОЯВОЮБОПДМЁЭКСРМГЎ (белорусский язык). 

3. Решетка Кардано (симметричные отражения) 

 

    

  X X 

    

X  X  

 

HHDE AOTU MTAT NHNS (английский язык). 

4. Лэкащпгф амжмлёеълсеея!ёхё 

5. Расшифровать криптотекст RSA (n, e, c): 

а) n = 85; e = 7; c = 5; 

б) n = 366257; e = 1331; c = 346552. 

6. Расшифровать криптотекст Эль-Гамаля (𝑃, 𝑔, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2): 

а) P = 137; g = 5; y = 77; C1 = 92; C2 = 108; 

б) P = 599; g = 7; y = 262; C1 = 182; C2 = 332. 
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Вариант 3 

 

1. ИКЙПЮ ЯФР ОЕПРДЖПКЖ (шифр Цезаря, русский алфавит, сдвиг на 

+2 буквы). 

2. Девиз: БУСЕЛ 

ЫПДЗЬПЎСЙЎАФТЯЗТХВУЗБЕСЧЗ (белорусский язык). 

3. Решетка Кардано (симметричные отражения) 

 

  X  

 X  X 

    

X    

 

EOYC HNAR AIBT MESN (английский язык) 

4. Еайъкашнжтфуеё 

5. Расшифровать криптотекст RSA (n, e, c) 

а) n = 221; e = 11; c = 70; 

б) n = 573449; e = 19687; c = 61303. 

6. Расшифровать криптотекст Эль-Гамаля (𝑃, 𝑔, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2) 

а) P = 149; g = 3; y = 101; C1 = 137; C2 = 83; 

б) P = 541; g = 2; y = 33; C1 = 308; C2 = 441. 

 

Вариант 4 

 

1. LURRUC ZNK HRGIQ IRUGQ (шифр Цезаря, английский алфавит, сдвиг 

на +6 букв). 

2. Девиз: БУРАК 

ЙХХСГФЭРМСППШОЎЙIКЬЭДДАЬ (белорусский язык). 

3. Решетка Кардано 

 

X    

    

 X  X 

  X  

 

WHGD TEET REHA UACT (английский язык). 

4. Еб.уёу к?лоф 

5. Расшифровать криптотекст RSA (n, e, c): 

а) n = 33; e = 17; c = 19; 

б) n = 16074587; e = 17; c = 814279. 
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6. Расшифровать криптотекст Эль-Гамаля (𝑃, 𝑔, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2): 

а) P = 23; g = 5; y = 10; C1 = 16; C2 = 7; 

б) P = 577; g = 7; y = 381; C1 = 343; C2 = 431. 

 

Вариант 5 

 

1. OT ZNK ZUCKX OT ZNK KGYZ UL ZNK LUXKYZ (шифр Цезаря, ан-

глийский алфавит, сдвиг на + 6 букв). 

2. Девиз: ЗИМНЕЕ УТРО 

ХШЮЭНОЁВЭЭЯОСУУВЛЖХФЪЧИШ (русский язык). 

3. Решетка Кардано 

 

X    

    

 X  X 

  X  

 

SOIE TOWG LMNA RVEE (английский язык). 

4.  рфнъызфщч(первый символ – пробел). 

5. Расшифровать криптотекст RSA (n, e, c): 

а) n = 77; e = 53; c = 4; 

б) n = 10419203; e = 29581; c = 8966261. 

6. Расшифровать криптотекст Эль-Гамаля (𝑃, 𝑔, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2): 

а) P = 79; g = 3; y = 6; C1 = 8; C2 = 6; 

б) P = 563; g = 5; y = 95; C1 = 25; C2 = 158. 

 

Вариант 6 

 

1. FHYDER KV DSHYDER (аффинная система подстановок Цезаря, англий-

ский алфавит, а = 3, b = 5, m = 26). 

2. Девиз: ПАРУС 

ТУЕБТЮЁЮГГПДAАЁСПЮ (русский язык). 

3. Решетка Кардано 

 

 X  X 

    

X X   

    

 

EUIA FRRE SRTT AECS (английский язык). 

4. Жжы.ъычъфму 
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5. Расшифровать криптотекст RSA (n, e, c): 

а) n = 65; e = 43; c = 62; 

б) n = 2462491; e = 1361; c = 1699797. 

6. Расшифровать криптотекст Эль-Гамаля (𝑃, 𝑔, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2): 

а) P = 97; g = 5; y = 8; C1 = 29; C2 = 74; 

б) P = 631; g = 3; y = 536; C1 = 98; C2 = 353. 

 

Вариант 7 

 

1. MDQR TDKA SV ERXERKH (аффинная система подстановок Цезаря, ан-

глийский алфавит, а = 3, b = 5, m = 26). 

2. Девиз: ПОСЛУШАЙТЕ 

ТФЦИЩКМУЫЗЦЧЦЗЬЩЗУЦЁОВ (русский язык). 

3. Решетка Кардано 

 

X  X  

    

  X X 

    

 

ГООМ ПДХЯ ОМДО РИАТ (русский язык). 

4. Июхинюслв!с?у. 

5. Расшифровать криптотекст RSA (n, e, c): 

а) n = 91; e = 67; c = 50; 

б) n = 747749; e = 4229; c = 653148. 

6. Расшифровать криптотекст Эль-Гамаля (𝑃, 𝑔, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2): 

а) P = 103; g = 11; y = 15; C1 = 83; C2 = 64; 

б) P = 523; g = 2; y = 298; C1 = 128; C2 = 175. 

 

Вариант 8 

 

1. БИ КЫЪЁЩХ ОЭКЕЪЧ ЛНЯЬ ЖЗНИЫНЧ (аффинная система подстано-

вок Цезаря, русский алфавит а = 2, b = 4, m = 33). 

2. Девиз: РОЗА 

ЯПМРСАСЗЦЬЦЁТЮЪЙЯФН (русский язык). 

3. Решетка Кардано 

 

 X   

X  X  

    

   X 
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ЗТЛИ ЧЕНТ НОИС УЖЬМ (русский язык). 

4. Юлкпяйюхдюёiчжха 

5. Расшифровать криптотекст RSA (n, e, c): 

а) n = 51; e = 7; c = 4; 

б) n = 10262017; e = 1523; c = 8071402. 

6. Расшифровать криптотекст Эль-Гамаля (𝑃, 𝑔, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2): 

а) P = 127; g = 7; y = 89; C1 = 119; C2 = 19; 

б) P = 661; g = 2; y = 358; C1 = 512; C2 = 395. 

 

Вариант 9 

 

1. ILUWDWJ GUWO TU DQOQT QP TLW KUJPQPG CMTO IQOWFS (аф-

финная система подстановок Цезаря, английский алфавит, a = 5, b = 3, m = 26). 

2. Девиз: ОСЕНЬ 

ВЫЫЭЯЖТЯУЙЮЩМУЯФЮЕ (русский язык). 

3. Решетка Кардано 

 

 

 

 

 

 

АНIВ АСАА ЯЛЦА РЕАШ СЛВЕ ЫЦАЧ (белорусский язык). 

4. ‘я.зхрьеудзк?эiр 

5. Расшифровать криптотекст RSA (n, e, c): 

а) n = 33; e = 13; c = 29; 

б) n = 39367961; e = 1231; c = 31039931. 

6. Расшифровать криптотекст Эль-Гамаля (𝑃, 𝑔, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2): 

а) P = 139; g = 2; y = 128; C1 = 65; C2 = 63; 

б) P = 587; g = 5; y = 375; C1 = 568; C2 = 56. 

 

Вариант 10 

 

1. В ЯДФПЫ ЫАЁБЗЬ ЯБ ГБИНЕВЫ З ЯНП ЗНЕК (аффинная система под-

становок Цезаря, русский алфавит а = 2, b = 4, m = 33). 

2. Девиз: WILDE 

XWAQSFKGWFZAAWXQQQFWFMSI (английский язык). 

 

 

 

 

 

 

Х  Х    

Х      

 Х Х    

 Х     
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3. Решетка Кардано 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

МНЧПЎЎ АСЫКРН ЛСААОА ЕЫПОДЎ (белорусский язык). 

4. Пбябс?’лкйфр’бо фрюх 

5. Расшифровать криптотекст RSA (n, e, c): 

а) n = 65; e = 29; c = 10; 

б) n = 11258129; e = 29411; c = 11158209. 

6. Расшифровать криптотекст Эль-Гамаля (𝑃, 𝑔, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2): 

а) P = 29; g = 2; y = 3; C1 = 6; C2 = 9; 

б) P = 521; g = 7; y = 414; C1 = 217; C2 = 501. 

 

Вариант 11 

 

1. ВРЕЛ СОДЮ ЕГУД ДИТЯ ОВКМ (постолбцовая транспозиция). 

2. Девиз: SHAKESPEARE 

TTMWTLIITSWXZFDYHHJESSWAPCWHMXFFI (английский язык). 

3. Решетка Кардано 

 

 X  X 

    

X X   

    

 

ДКУА ГIШН ЗОЕМ ЛКВЬ (белорусский язык). 

4. Эфбьаооелктьдлх (апошні сімвал – прабел). 

5. Расшифровать криптотекст RSA (n, e, c): 

а) n = 143; e = 23; c = 109; 

б) n = 29246011; e = 105623; c = 7507944. 

6. Расшифровать криптотекст Эль-Гамаля (𝑃, 𝑔, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2): 

а) P = 53; g = 5; y = 43; C1 = 25; C2 = 2; 

б) P = 673; g = 11; y =219; C1 = 204; C2 = 631. 

 

 

 

  Х Х 

 Х   

    

Х  Х  

   Х 
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Вариант 12 
 

1. ТИЯЯ ЫВИБ ЭТНЕ ТСЕТ ОЙТО ТЕДГ ВДРО ОИУГ (постолбцовая 

транспозиция). 

2. Девиз: BYRON 

VGWLWURVVOTLSZR (английский язык). 

3. Решетка Кардано 
 

 X   

X  X  

    

   X 

 

ЬМНЛ ЗВНЕ АОУЯ СОАГ (белорусский язык). 

4. Йшп!мцовзккп?тдддэёуь. 

5. Расшифровать криптотекст RSA (n, e, c): 

а) n = 55; e = 37; c = 9; 

б) n = 11086213; e = 65537; c = 7264383. 

6. Расшифровать криптотекст Эль-Гамаля (𝑃, 𝑔, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2): 

а) P = 61; g = 7; y = 22; C1 = 38; C2 = 54; 

б) P = 659; g = 7; y = 542; C1 = 528; C2 = 376. 

 

Вариант 13 

 

1. ДОТ ЕВВ ЛЕО АРЕ ЙНЙ ТОД ОДУ ЧЛШ ТЯИ (постолбцовая транспо-

зиция). 

2. Девиз: KIPLING 

ZWUYJBPYJJTXIZLWTEXZVXXDEJMZ (английский язык). 

3. Решетка Кардано 

 

    

X Х   

    

 Х  X 

 

ААНI ТЯЕК НААЦ АНСР (белорусский язык). 

4. Ршяш’я’шхмхажу 

5. Расшифровать криптотекст RSA (n, e, c): 

а) n = 77; e = 53; c = 64; 

б) n = 2041951; e = 1423; c = 37170. 

6. Расшифровать криптотекст Эль-Гамаля (𝑃, 𝑔, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2): 
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а) P = 59; g = 11; y = 2; C1 = 44; C2 = 58; 

б) P = 691; g = 3; y = 220; C1 = 114; C2 = 186. 

 

Вариант 14 

 

1. PTAR! ETEHU WENHG AEEBO LRGVL LIDIB (построковая транспози-

ция). 

2. Девиз: БРОСЬТЕ 

МАЭЧФБФЯДЮАВЕТЖВВО (русский язык). 

3. Решетка Кардано 

  

  Х  

   Х 

   Х 

 Х   

 Х   

   Х 

 

ЫБЕОДЗ ЕЯБВАН ССХБЕЬ АЛАОЛТ (русский язык). 

4. Еэь.тэш?нж 

5. Расшифровать криптотекст RSA (n, e, c): 

а) n = 55; e = 13; c = 13; 

б) n = 16305587; e = 17863; c = 11410057. 

6. Расшифровать криптотекст Эль-Гамаля (𝑃, 𝑔, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2): 

а) P = 73; g = 5; y = 52; C1 = 20; C2 = 40; 

б) P = 569; g = 3; y = 88; C1 = 188; C2 = 491. 

 

Вариант 15 

 

1. #TSUO YHEAE LNNAT SVODB OTHER ITEHN NEBOF (построковая 

транспозиция). 

2. Девиз: СВАЮ КРЫЎДУ 

ТЭУНКАХДДЖЖЫЭМЛIПШАЛГОАЦЛI (белорусский язык). 
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3. Решетка Кардано 

 

Х    

Х  Х  

   Х 

  Х  

    

 Х   

 

БУЕННМ ЮВИСОМ ЕДИМЁТ ЫМЕДЧЬ (русский язык). 

4. Овцебь гцхеубьйдуд 

5. Расшифровать криптотекст RSA (n, e, c): 

а) n = 91; e = 7; c = 67; 

б) n = 6999737; e = 1283; c = 5900867. 

6. Расшифровать криптотекст Эль-Гамаля (𝑃, 𝑔, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2): 

а) P = 89; g = 3; y = 65; C1 = 42; C2 = 63; 

б) P = 683; g = 5; y = 32; C1 = 599; C2 = 517. 
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МОДУЛЬ № 4. КОЛЬЦА. ИДЕАЛЫ КОЛЕЦ 

 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ ПО ТЕМЕ  

«КОЛЬЦА. ИДЕАЛЫ КОЛЕЦ»1 

 

§ 1. Кольца и идеалы колец  

 

К основным алгебраическим структурам относятся группы, кольца и поля. 

В модуле 2 рассмотрены основные понятия теории групп. В данном модуле мы 

изучим кольца, идеалы колец и дадим определение поля.  

 

1. Основные определения  

Определение 4.1. Кольцом называется непустое множество K, на кото-

ром заданы две бинарные алгебраические операции, называемые сложением (+) 

и умножением (⸱) и удовлетворяющие следующим аксиомам:  

1) ассоциативность сложения: 

, ,a b c K   верно ( ) ( )a b c a b c+ + = + + ; 

2) существование нейтрального элемента относительно сложения: 

e K   такой, что a K   имеют место равенства a e e a a+ = + = ; 

3) существование противоположного элемента: 

a K a K  −   такой, что ( ) ( )a a a a e+ − = − + = ; 

4) коммутативность сложения:  

,a b K   верно a b b a+ = + ; 

5) дистрибутивность умножения относительно сложения:  

, ,a b c K   верно ( )a b с a c b c+  =  +  и ( )a b с a b a c + =  +  .  

Из аксиом 1–4 следует, что всякое кольцо K является абелевой группой от-

носительно сложения. Эта группа называется аддитивной группой кольца K, 

нейтральный элемент которой обозначают 0. Для кольца относительно сложения 

справедливы все следствия аксиом аддитивной группы, а также к ним добавля-

ются следствия, связанные с операцией умножения:  

1. a K   верно 0 0 0a a =  = ; 

2. ,a b K   верно ( ) ( ) ( )a b a b a b − = −  = −  ; 

3. , ,a b c K   верно ( )a b с a c b c−  =  −   и ( )a b с a b a c − =  −  . 

В зависимости от того, какие дополнительные аксиомы выполняются для 

операции умножения, среди колец выделяются следующие типы:  

 - коммутативное кольцо: ,a b K   верно a b b a =   – коммутативность 

умножения; 

- ассоциативное кольцо: , ,a b c K   верно ( ) ( )a b c a b c  =    – ассоциа-

тивность умножения; 

 
1 При подготовке данного раздела использовались следующие источники: [1, 5, 6, 16, 20, 21]. 
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- кольцо с единицей: ассоциативное кольцо, в котором существует 

нейтральный элемент относительно умножения, обозначаемый 1, такой, что 

a K   верно 1 1a a a =  = .  

В кольце с единицей можно ввести понятие элемента а–1, обратного к эле-

менту а. 

Определение 4.2. Элемент а–1 кольца с единицей называется обратным к 

элементу а, если 1 1 1a a a a− − =  = . Элемент а является обратимым, если суще-

ствует обратный к нему элемент, и необратимым в противном случае.  

Пример 4.1. Множества ℤ, ℚ, ℝ, ℂ с операциями сложения и умножения яв-

ляются коммутативными кольцами с единицей. В кольце ℤ обратимыми явля-

ются только числа 1 и –1, а в кольцах ℚ, ℝ, ℂ – все ненулевые элементы. 

Пример 4.2. Как было показано в модуле № 1, множество ℤ/mℤ классов вы-

четов по модулю m является коммутативным кольцом с единицей относительно 

операций сложения и умножения классов вычетов. Обратимыми элементами яв-

ляются классы вычетов, взаимно простых с модулем. 

Пример 4.3. Рассмотрим множество полиномов с действительными коэффи-

циентами: 

ℝ[x] = {𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0|𝑎𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 0, … , 𝑛, 𝑎𝑛 ≠ 0},  

где n, степень многочлена f(x), будем далее обозначать ( )degn f x= . Это множе-

ство образует коммутативное кольцо с единицей относительно стандартных опе-

раций сложения и умножения многочленов.  

Пример 4.4. Множество квадратных матриц порядка n с элементами из мно-

жества действительных чисел Mn (ℝ) образует некоммутативное кольцо с едини-

цей относительно операций сложения и матричного умножения. Обратимыми 

элементами являются все невырожденные матрицы. 

Пример 4.5. Множество свободных векторов пространства ℝ3 с операциями 

сложения a b+  и векторного умножения a b  образует некоммутативное и неас-

социативное кольцо. 

Определение 4.3. Подкольцом L кольца K называется подгруппа аддитив-

ной группы кольца K, замкнутая относительно операции умножения: ,a b L   

имеет место a b с L =  .  

Иными словами, подкольцо L кольца K – это подмножество кольца K, кото-

рое само является кольцом относительно операций, заданных в K.  

Пример 4.6. Матричное кольцо квадратных матриц второго порядка содер-

жит подкольцо матриц вида 𝐶 = (
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎
 ) , где 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ. Несложно проверить 

замкнутость множества матриц такого вида относительно операций сложения и 

умножения.  

Определение 4.4. Левый идеал J кольца K – это подкольцо кольца K, такое, 

что для любого элемента a кольца K его произведение на любой элемент j под-

кольца J в порядке a ⸱ j принадлежит подкольцу J: ,a K j J a j J      . Иными 



 

124 

словами, подкольцо J является левым идеалом кольца K, если для любого эле-

мента a кольца K множество  aJ a j j J=    содержится в J: aJ J . Анало-

гичным образом определяется правый идеал J кольца K: для любого элемента a 

кольца K множество  Ja j a j J=    содержится в J: Ja J . Если идеал явля-

ется одновременно левым и правым идеалом, то он называется двусторонним 

идеалом или просто идеалом.  

Пример 4.7. Исследовать, является ли множество матриц  𝐽 = ( 
𝑎 𝑎
𝑎 𝑎

 )  

идеалом в кольце матриц 𝑀 = (
 𝑎 𝑏
𝑏 𝑎

 ) , где 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ.  

Вначале проверим, является ли заданное множество J подгруппой аддитив-

ной группы кольца М. Согласно критерию подгруппы, для этого необходимо и 

достаточно, чтобы множество J было замкнуто относительно операции сложения 

и для любого элемента множества J противоположный ему элемент также при-

надлежал J. Рассмотрим произвольные элементы множества J: 

;
a a b b

A B
a a b b

   
= =   
   

. 

Их сумма:  

a b a b
A B J

a b a b

+ + 
+ =  

+ + 
. 

Противоположный А элемент: 
a a

A J
a a

− − 
− =  

− − 
. 

Таким образом, J является подгруппой аддитивной группы М. Проверим за-

мкнутость множества J относительно операции умножения.  

2 2

2 2

a a b b ab ab
AB J

a a b b ab ab

    
= =     
    

. 

Так как для любых двух элементов J их произведение также принадлежит J, 

то J является подкольцом кольца М.  

Возьмем произвольный элемент кольца M: 

c d
C

d c

 
=  
 

 

и построим множество  |СJ CA A J=  . Для произвольного элемента A J  в 

результате умножения получим:  

( ) ( )

( ) ( )

a c d a c dc d a a
CA J

a d c a d cd c a a

 + +   
= =    

+ +    
. 

Поскольку матрица A была выбрана произвольно, то A J CA J   , следо-

вательно, СJ J . Но так как и матрица С также выбрана произвольно, то 
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C M СJ J   . Тогда согласно определению, множество J является левым иде-

алом кольца M.  

В силу того что при умножении элементов A и С в обратном порядке имеет 

место 

( ) ( )

( ) ( )

a c d a d ca a c d
AC J

a c d a d ca a d c

 + +   
= =    

+ +    
, 

то, рассуждая аналогично, делаем вывод, что множество J является также и пра-

вым идеалом, а следовательно, и двусторонним идеалом кольца M. 

Несложно показать, что для любого кольца K множества {K} и {0} являются 

идеалами. Эти идеалы называются несобственными или тривиальными, все 

остальные – собственными.  

Теорема 4.1. Для любого элемента a кольца K множество  ,aK ak k K=   

состоящее из всевозможных произведений элемента а на элементы кольца K, 

является правым идеалом кольца K. Для любого элемента a кольца K множество 

 Ka ka k K=   является левым идеалом.  

Определение 4.5. Идеалы  aK ak k K=   и  Ka ka k K=  , где a K  , 

называются соответственно правым и левым главными идеалами, или идеа-

лами, порожденными элементом а.  

Замечание. В коммутативных кольцах всякий идеал, в том числе и главный, 

является двусторонним.  

Главный идеал, порожденный элементом a, будем обозначать также < a >.  

Пример 4.8. В кольце классов вычетов ℤ/4ℤ построить главные идеалы, по-

рожденные элементами 2 и 3.  

Согласно определению, главный идеал < 2 > состоит из элементов:  

2 ⋅ 0; 2 ⋅ 1; 2 ⋅ 2; 2 ⋅ 3. Выполнив умножение классов вычетов, получим: 

< 2 >= {0, 2}. 

Аналогичным образом составим главный идеал < 3 >: 

< 3 >= {3 ⋅ 0; 3 ⋅ 1; 3 ⋅ 2; 3 ⋅ 3} = {0; 3; 2; 1} = ℤ/4ℤ. 

Отметим, что главный идеал  < 2 > является собственным, а главный идеал 

< 3 > – несобственным.  

Этот пример иллюстрирует следующее свойство кольца классов вычетов.  

Теорема 4.2. В кольце классов вычетов ℤ/nℤ главный идеал < 𝑎 > совпа-

дает с циклической аддитивной подгруппой, порожденной классом 𝑎.  

Обратим также внимание на то, что в рассмотренном примере элемент, по-

родивший несобственный идеал < 3 >, являлся обратимым, а породивший соб-

ственный идеал < 2 > – необратимым. Это является следствием более общего 

утверждения.  

Теорема 4.3. Если идеал J ассоциативного кольца с единицей K содержит 

обратимый элемент кольца K, то J = K.  
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Следствие. Главный идеал < a >, порожденный ненулевым элементом a, 

является собственным тогда и только тогда, когда а необратим.  

Определение 4.6. Собственный идеал M называется максимальным идеа-

лом кольца K, если он не содержится ни в одном большем собственном идеале 

этого кольца.  

Теорема 4.4. В коммутативном кольце K для необратимых элементов a, b, 

c, таких, что ab c= , имеют место включения с a      и с b    .  

Как следует из определения максимального идеала, идеал < c > из теоремы 4.4 

максимальным не является.   

 

2. Мультипликативная группа кольца. Определение поля  

Теорема 4.5. В ассоциативном кольце с единицей K множество всех обра-

тимых элементов образует группу относительно операции умножения.  

Эта группа называется мультипликативной группой кольца K и обозна-

чается K*.  

Пример 4.9. В кольце классов вычетов ℤ/mℤ мультипликативную группу 

ℤ/mℤ* составляют обратимые классы, т. е. такие ia , что НОД(ai, m) = 1. 

Пример 4.10. В кольце целых чисел ℤ мультипликативную группу ℤ* состав-

ляют только два числа: 1 и –1. 

Определение 4.7. Делителями нуля называются такие ненулевые эле-

менты кольца K, произведение которых равно нулю: , , 0, 0, 0a b K a b ab   = .  

Пример 4.11. В кольце ℤ/6ℤ делителями нуля являются классы 2 , 3  и 4 : 

2 3 6 0; 3 4 12 0. = =  = =  Отметим, что все они являются необратимыми. 

Теорема 4.6. В ассоциативном кольце с единицей K все делители нуля необ-

ратимы.  

Обратное утверждение, вообще говоря, неверно: не всегда необратимый 

элемент кольца K является делителем нуля. Примером может служить кольцо 

целых чисел, в котором нет делителей нуля, но все элементы, кроме 1 и –1, не-

обратимы.  

Определение 4.8. Полем называется коммутативное ассоциативное 

кольцо с единицей, в котором каждый ненулевой элемент обратим.  

Иными словами, поле – это коммутативное ассоциативное кольцо P с еди-

ницей, мультипликативная группа которого содержит все элементы за исключе-

нием 0:  \* 0P P= .  

Пример 4.12. Множества ℚ, ℝ, ℂ с введенными на них стандартными опера-

циями сложения и умножения являются полями.  

Пример 4.13. Кольцо целых чисел ℤ полем не является, так как среди нену-

левых элементов обратимыми являются только 1 и –1.  

Пример 4.14. Кольцо классов вычетов ℤ/mℤ будет являться полем тогда и 

только тогда, когда модуль m – простое число.  

Характерными свойствами любых полей являются: 

- отсутствие делителей нуля; 
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- отсутствие собственных идеалов (следует из теоремы 4.3 и отсутствия в 

поле ненулевых необратимых элементов).  

 

3. Кольца главных идеалов  

Определение 4.9. Кольцо главных идеалов – коммутативное кольцо, в ко-

тором всякий идеал главный.  

Теорема 4.7. Кольцо целых чисел – кольцо главных идеалов.  

Доказательство этой теоремы приводит к тому, что всякий собственный 

идеал J кольца целых чисел можно представить как главный идеал, порожден-

ный целым числом t: J =< 𝑡 >= {𝑡𝑞|𝑞 ∈ ℤ} (t ≠ 1). На основании этого, а также 

утверждения теоремы 4.4 можно доказать следующую теорему.  

Теорема 4.8. Главный идеал J кольца целых чисел является максимальным 

тогда и только тогда, когда он порожден простым числом p: J = < p >.  

Множество полиномов с коэффициентами из поля P образует кольцо отно-

сительно стандартных операций сложения и умножения. Такое кольцо обозна-

чают P[x] и называют кольцом полиномов над полем P. 

Теорема 4.9. Кольцо полиномов P[x] с коэффициентами из поля P – кольцо 

главных идеалов.  

Доказательства теорем 4.7 и 4.9 схожи и основаны на том, что и в кольце 

целых чисел, и в кольце полиномов над полем P можно ввести правило деления 

с остатком. Кольца, в которых введено такое правило, называются евклидовыми 

кольцами, и они всегда являются кольцами главных идеалов.  

Для кольца полиномов также можно сформулировать аналог теоремы 4.8, 

если определить полином в кольце P[x], являющийся аналогом простого числа. 

Рассмотрим кольцо P[x] и этот вопрос подробнее ниже.  

 

§ 2. Кольцо полиномов 

 

К характерным свойствам кольца полиномов с коэффициентами из поля P 

относятся следующие: 

1. Кольцо полиномов P[x] – коммутативное, ассоциативное кольцо с едини-

цей; 

2. В кольце P[x] отсутствуют делители нуля; 

3. Обратимыми элементами в кольце P[x] являются только полиномы нуле-

вой степени, т. е. ненулевые элементы поля P. Иными словами, мультипликатив-

ную группу кольца P[x] составляют ненулевые элементы поля P; 

4.  Кольцо полиномов P[x] – кольцо главных идеалов, т. е. для любого иде-

ала J в кольце P[x] найдется такой многочлен m(x), что 

( ) ( ) ( ) ( )   |J m x m x q x q x P x=  =  . 

Кольцо многочленов обладает еще одним свойством по отношению к идеа-

лам, однако для его формулировки необходимо ввести ряд определений.  
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Теорема 4.10 (о делении многочленов с остатком). Для любых двух мно-

гочленов ( ) ( )   ( ), , 0f x g x P x g x   существуют определенные единственным 

образом многочлены ( ) ( )  ,q x r x P x , такие, что  

( ) ( ) ( ) ( )f x g x q x r x= + , 

причем ( ) ( )deg degr x g x либо ( ) 0r x = . 

Определение 4.10. В теореме о делении с остатком многочлен q(x) назы-

вается частным (неполным частным) от деления f(x) на g(x), а многочлен  

r(x) – остатком от этого деления.  

Пример 4.15. Рассмотрим многочлены ( ) 3 23 1f x x x x= + − + , ( ) 1g x x= + , 

( ) 4 5 1h x x x= + +  из кольца ℝ[x] действительных многочленов. Выполнив деле-

ние многочлена ( )f x  на ( )g x  в столбик, получим:  

( )( )3 2 23 1 1 2 3 4x x x x x x+ − + = + + − + .  

В данном случае неполным частным является многочлен ( ) 2 2 3q x x x= + − , 

остатком – многочлен нулевой степени ( ) 4r x = .  

Можно выполнить деление многочлена ( )f x  и на многочлен ( )h x . В этом 

случае, поскольку степень многочлена ( )h x  больше степени многочлена ( )f x , 

то неполным частным является нулевой многочлен ( ) 0q x = , а остаток ( )r x  ра-

вен самому многочлену ( )f x : 

( )3 2 4 3 23 1 0 5 1 3 1x x x x x x x x+ − + = + + + + − + . 

Определение 4.11. Если многочлен g(x) ≠ 0 и при делении многочлена f(x) на 

g(x) остаток r(x)=0, то многочлен g(x) называется делителем многочлена f(x) 

(говорят, что f(x) делится на g(x)). 

Определение 4.12. Многочлен ненулевой степени ( )f x  кольца P[x] называ-

ется неприводимым, если он не имеет никаких других делителей, кроме много-

членов нулевой степени и многочленов вида αf(x), где , 0P   .  

Пример 4.16. Неприводимыми многочленами в кольце многочленов с дей-

ствительными коэффициентами ℝ[x] являются многочлены первой степени и 

многочлены второй степени с отрицательным дискриминантом. Любой много-

член степени выше второй является приводимым!  

Пример 4.17. Неприводимыми многочленами в кольце многочленов с ком-

плексными коэффициентами ℂ[x] являются многочлены только первой степени.  

Обратите внимание на схожесть определения простого числа в кольце ℤ и 

определения неприводимого многочлена в кольце P[x]. Сформулируем теперь 

заявленное выше свойство по отношению к идеалам кольца P[x] – теорему, ана-

логичную теореме 4.8 о максимальных идеалах кольца ℤ.  

Теорема 4.11. В кольце полиномов P[x] идеал J = < m(x) > максимален тогда 

и только тогда, когда порождающий его полином m(x) является неприводимым 

над полем P.  
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Является ли конкретный полином f(x) неприводимым над полем P суще-

ственно зависит от рассматриваемого поля P. Тем не менее можно сформулиро-

вать общее для всех полей необходимое условие неприводимости полинома. Для 

его формулировки дадим определение корня многочлена.  

Определение 4.13. Корень многочлена f(x) из кольца P[x] – элемент α поля 

F P , такой, что f(α)=0.  

Под полем F здесь понимают любое поле относительно тех же операций, 

что и поле P, включающее в себя поле P либо совпадающее с ним. Например, 

мнимая единица i является корнем многочлена 2 1x +  с действительными коэф-

фициентами, хотя сама она принадлежит полю комплексных чисел, включаю-

щему в себя поле действительных чисел. Под 0 в выражении f(α)=0 понимают 

нейтральный элемент поля F относительно сложения. 

Теорема 4.12. (Безу) Элемент α поля F P  является корнем многочлена f(x) 

из кольца P[x] тогда и только тогда, когда f(x) делится без остатка на x – α: 
( ) ( ) ( ) ( )  ,f x x g x g x F x= −  . 

Следствие (необходимое условие неприводимости многочлена над задан-

ным полем). Неприводимый над полем P многочлен не имеет корней из этого 

поля.    

Пример 4.18. Многочлен 2 1x +  является неприводимым над полем ℝ, но 

приводим над полем ℂ.  

Для колец полиномов над полями ℝ и ℂ выше были перечислены все воз-

можные случаи неприводимых полиномов: над полем ℝ не существует неприво-

димых полиномов степени выше второй, над полем ℂ – выше первой. Рассмот-

рим кольцо полиномов над конечным (т. е. содержащим конечное число элемен-

тов) полем классов вычетов ℤ/pℤ, где p – простое число. Это кольцо полиномов 

обозначим (ℤ/pℤ)[x]: 

(ℤ/pℤ)[x]={𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0| 𝑛 ∈ ℕ ∪ {0} , 𝑎𝑖 ∈ ℤ/pℤ, i = 0,…,n}. 

В кольце (ℤ/pℤ)[x] существуют неприводимые полиномы любой ненулевой 

степени. Поэтому вопрос о неприводимости полинома степени n в кольце  

(ℤ/pℤ)[x] часто решается непосредственной проверкой необходимого условия, а 

затем – проверкой делимости на всевозможные неприводимые многочлены 

кольца (ℤ/pℤ)[x] степени не выше  / 2n . Этот алгоритм схож по смыслу с про-

сеиванием возможных простых делителей некоторого целого числа с помощью 

«решета Эратосфена».  

Для справки укажем здесь нормированные (т. е. со старшим коэффициен-

том, равным 1) неприводимые многочлены второй и третьей степени над полями 

ℤ/2ℤ и ℤ/3ℤ.  

Над полем ℤ/2ℤ: 
2 1x x+ + ; 
3 1x x+ + ; 
3 2 1x x+ + . 

Над полем ℤ/3ℤ: 
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2 1x + ; 
2 2x x+ + ; 
2 2 2x x+ + . 
3 2 1x x+ + ; 
3 2 2x x+ + ; 
3 2 2x x+ + ; 
3 2 2x x x+ + + ; 
3 2 2 1x x x+ + + ; 
3 22 1x x+ + ; 
3 22 1x x x+ + + ; 
3 22 2 2x x x+ + + . 

Отметим, что над полем ℤ/3ℤ можно получить еще столько же ненормиро-

ванных неприводимых многочленов, умножив перечисленные на два.  

Замечание. При проверке многочлена на неприводимость имеет смысл 

определять делимость только на нормированные неприводимые многочлены.  
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ТИПОВЫЕ ЗАДАНИЯ ПО ТЕМЕ «КОЛЬЦА. ИДЕАЛЫ КОЛЕЦ» 

С ОБРАЗЦАМИ РЕШЕНИЙ 

 

Задание 1. Является ли идеалом в кольце целых чисел множество всех чи-

сел, кратных заданному числу k? Если является, будет ли этот идеал главным и 

в каком случае идеал будет максимален? 

Решение 

Рассмотрим элементы множества A чисел, кратных k: A={𝑘𝑞|𝑞 ∈ ℤ}. Прове-

рим для них выполнение всех требований из определения идеала.  

1. Множество А является подгруппой аддитивной группы целых чисел,  

так как выполняются оба условия критерия подгруппы:  

1.1. Сумма двух чисел, кратных k, также кратна k: ∀𝑘𝑞1, 𝑘𝑞2 ∈ 𝐴 имеет место  

      𝑘𝑞1 + 𝑘𝑞2 = 𝑘(𝑞1 + 𝑞2) = 𝑘𝑞3, 𝑞3 ∈ ℤ  ⇒ (𝑘𝑞1 + 𝑘𝑞2) ∈ 𝐴. 
1.2. Число, противоположное кратному k, также делится на k нацело:  

      ∀𝑘𝑞 ∈ 𝐴 имеет место −𝑘𝑞 = 𝑘𝑞′,  𝑞′ ∈ ℤ  ⇒  −𝑘𝑞 ∈ 𝐴. 

Подгруппа A является замкнутой относительно операции умножения: про-

изведение чисел, кратных k, делится на k без остатка: ∀𝑘𝑞1, 𝑘𝑞2 ∈ 𝐴 имеет место 

𝑘𝑞1 ⋅ 𝑘𝑞2 = 𝑘2𝑞1𝑞2 = 𝑘𝑞3,  𝑞3 ∈ ℤ ⇒ 𝑘𝑞1 ⋅ 𝑘𝑞2 ∈ 𝐴. Следовательно, А является 

подкольцом кольца целых чисел.  

2. Выберем произвольный элемент подкольца A – элемент 𝑎 = 𝑘𝑞1, 𝑞1 ∈ ℤ 

и произвольный элемент m кольца целых чисел. Их произведение 𝑎𝑚 = 𝑘𝑞1𝑚,
(𝑞1𝑚) ∈ ℤ принадлежит подкольцу A, поскольку кратно k. Так как a и m были 

выбраны произвольно, то имеем 𝑚𝐴 = 𝐴𝑚 ⊆ 𝐴 ∀𝑚 ∈ ℤ (𝑚𝐴 = {𝑚𝑎|𝑎 ∈ 𝐴}).  
Согласно определению, подкольцо А является двусторонним идеалом 

кольца целых чисел. Так как по теореме 4.7 кольцо целых чисел – кольцо главных 

идеалов, то любой идеал, в том числе и идеал А, является главным.  

Так как кольцо целых чисел является коммутативным, то для главного иде-

ала A k=    справедливо утверждение теоремы 4.4: если a, b, c – необратимые 

элементы кольца и a = bc, тогда выполняются включения главных идеалов 

,a b a c        . Поэтому если число k не является простым, то порож-

денный им идеал < k > будет включен в идеалы, порожденные делителями k. Если 

k простое, то содержащих < k > несобственных идеалов не существует, и < k > 

является максимальным идеалом. ▲  

Задание 2. Выяснить, являются ли идеалами данные множества:  

а) множество A целых чисел, сравнимых с 3 по модулю 7: 𝐴 = {𝑎 ∈ ℤ | 𝑎 ≡
≡ 3(𝑚𝑜𝑑 7)}  в кольце целых чисел ℤ; 

б) множество целых чисел ℤ в кольце полиномов с целыми коэффициентами 

ℤ[x]; 

в) множество многочленов со старшими четными коэффициентами в кольце 

многочленов с целыми коэффициентами ℤ[x]; 

г) множество необратимых элементов в кольце классов вычетов ℤ/9ℤ. 
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Решение 

а) Проверим, является ли множество целых чисел, сравнимых с 3 по модулю 

7, аддитивной подгруппой группы целых чисел: если 𝑎 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 7) и 𝑏 ≡
3(𝑚𝑜𝑑 7), то 𝑎 + 𝑏 ≡ 3 + 3 = 6(𝑚𝑜𝑑 7). Сумма элементов не принадлежит ис-

ходному множеству, следовательно, множество не замкнуто относительно опе-

рации сложения. Оно не является подгруппой и тем более подкольцом, а тогда и 

не является идеалом кольца целых чисел.  

б) Множество целых чисел является кольцом относительно стандартных 

операций сложения и умножения, следовательно, оно является подкольцом 

кольца многочленов с целыми коэффициентами ℤ[x]. Возьмем какой-либо мно-

гочлен из кольца ℤ[x], например x, и произвольное целое число a из подкольца 

ℤ. Результат произведения этих элементов ax не принадлежит подкольцу ℤ, а 

следовательно, это множество не является идеалом.  

в) Рассмотрим два произвольных элемента множества J многочленов со 

старшими четными коэффициентами в кольце ℤ[x]: 

( ) 1

1 1 0

n n

n nf x a x a x a x a−

−= + + + +  и ( ) 1

1 1 0

m m

m mg x b x b x b x b−

−= + + + + ,  

где 𝑎𝑖 ∈ ℤ, 𝑖 = 1, 𝑛,   𝑏𝑖 ∈ ℤ, 𝑖 = 1,𝑚,  а числа na  и mb  – четные. Старшим коэффи-

циентом суммы многочленов f(x) и g(x) будет либо na , либо mb , либо n ma b+  – 

число в любом случае четное. Следовательно, сумма многочленов f(x) и g(x) – 

также многочлен из множества J. Этому же множеству, очевидно, принадлежит 

многочлен, противоположный многочлену f(x): 

( ) ( ) 1

1 0 ,n n

n nh x f x a x a x a−

−= − = − − − −  так как его старший коэффициент na− , 

как и na , является четным. На основании этого делаем вывод, что множество J 

является подгруппой аддитивной группы многочленов с целыми коэффициен-

тами. При умножении двух многочленов f(x) и g(x) старший коэффициент произ-

ведения f(x)g(x) равен произведению n ma b , а так как оно является четным числом, 

то f(x)g(x) также принадлежит исходному множеству J. Таким образом, множе-

ство J замкнуто относительно умножения и является подкольцом кольца ℤ[x].  

Рассмотрим произвольный элемент p(x) кольца ℤ[x]: 

( ) 1

1 1 0

l l

l lp x p x p x p x p−

−= + + + + . 

В результате его умножения на произвольный многочлен f(x) подкольца J 

получим многочлен со старшим коэффициентом l np a , который также является 

четным в силу четности сомножителя na . Имеем: ∀𝑝(𝑥) ∈ ℤ[x] и ( )f x J   про-

изведение ( ) ( )p x f x J , или, иными словами, 𝑝𝐽 = 𝐽𝑝 ⊆ 𝐽 ∀𝑝(𝑥) ∈ ℤ[x], где 

( ) ( ) ( ) |pJ p x f x f x J=  . Согласно определению, множество J является идеа-

лом кольца ℤ[x]. 

г) Множество необратимых элементов кольца классов вычетов ℤ/9ℤ состоит 

из трех элементов:  0,3,6A= . Легко проверить, что все возможные суммы этих 

элементов, обратные к ним, и все возможные произведения также принадлежат 



 
133 

множеству A, следовательно, оно является подкольцом кольца ℤ/9ℤ. В результате 

произведения элементов кольца ℤ/9ℤ, отличных от 0,3,6 , на элементы множе-

ства A получим лишь 0,3,6 :   

1 3 3;  2 3 6;  4 3 12 3;  5 3 15 6;  7 3 21 3; 8 3 24 6; =  =  = =  = =  = =  = =  

1 6 6;  2 6 12 3;  4 6 24 6;  5 6 30 3;  7 6 42 6; 8 6 48 3. =  = =  = =  = =  = =  = =   

Имеем: ∀𝑛 ∈ ℤ/9ℤ и a A   произведение an A , или, иными словами, 

𝑛𝐴 = 𝐴𝑛 ⊆ 𝐴∀𝑛 ∈ ℤ/9ℤ, где  |nA na a A=  . Согласно определению, множество 

A является идеалом кольца ℤ/9ℤ. ▲ 

Задание 3. Найти все идеалы кольца ℤ/18ℤ. Расположить их в порядке воз-

растания. Указать максимальные в этом кольце.  

Решение 

На основании теорем 4.2 и 4.3 будем строить только собственные идеалы 

кольца ℤ/18ℤ как циклические аддитивные подгруппы, порожденные необрати-

мыми классами 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16 . Построим циклические под-

группы, порожденные необратимыми элементами 2, 3, 6, 9  (обратите внима-

ние, что их наименьшие положительные представители делят 18 нацело). 

 2 2 0,2,2 2 4,4 2 6,8,10,12,14,16J =   = + = + = ; 

 3 3 0,3,3 3 6,6 3 9,12,15J =   = + = + = ; 

 6 6 0,6,6 6 12J =   = + = ; 

 9 9 0,9J =   = . 

Читатель может самостоятельно убедиться, что, взяв в качестве порождаю-

щих элементов оставшиеся необратимые классы 4,  8,  10,  12,  14,  15,  16 , можно 

построить лишь такие идеалы, которые совпадают с одним из уже полученных. 

Расположим полученные идеалы в порядке включения (идеал является 

включенным в другой идеал, если все элементы первого содержатся во втором 

идеале): 

9 3 6 2;J J J J  .  

Не включенными ни в один другой идеал являются J2 и J3, следовательно, 

они максимальные. ▲ 

Задание 4. Исследовать, при каких действительных значениях параметров 

α, β и γ идеал 4 2α β γ 4x x x + + +   является максимальным в кольце многочленов 

с действительными коэффициентами.  

 

Решение 

Согласно теореме 4.11, в кольце P[x] многочленов над полем P идеал, по-

рожденный многочленом g(x), является максимальным тогда и только тогда, ко-

гда g(x) – неприводимый над заданным полем. В условии задачи дано кольцо 
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многочленов над полем действительных чисел, и в таком случае неприводимыми 

многочленами являются многочлены первой степени и второй степени с от-

рицательным дискриминантом (следствие из основной теоремы алгебры). 

Тогда многочлен ( ) 4 2α β γ 4g x x x x= + + +  неприводим в двух случаях. В обоих 

из них необходимо, чтобы α равнялось нулю. В первом случае также потребуем 

равенство нулю параметра β, тогда g(x) является многочленом первой степени и 

удовлетворяет определению неприводимости при любом ненулевом значении γ. 

Во втором случае положим β ≠ 0 и потребуем отрицательного значения дискри-

минанта: 
2

2 γ
γ 16β 0 β .

16
D = −     

Окончательно имеем, что идеал 4 2α β γ 4x x x + + +   является максималь-

ным в кольце многочленов с действительными коэффициентами, если α = 

= 0,  β = 0,  γ ∈ ℝ /{0} или если α = 0,  β >
γ2

16
,  γ ∈ ℝ.▲ 

Задание 5. Выяснить, максимален ли идеал в кольце полиномов с коэффи-

циентами из ℤ/2ℤ, порожденный полиномом ( ) 7 5 4 2 1f x x x x x= + + + + . 

Решение 

Для того чтобы выяснить, является ли идеал 7 5 4 2 1x x x x + + + +   макси-

мальным, необходимо установить, является ли порождающий его многочлен не-

приводимым. Многочлен n-й степени с коэффициентами из ℤ/2ℤ будет приводи-

мым в любом из следующих случаев: или многочлен имеет корни в ℤ/2ℤ (тогда 

он делится на x или x – 1); или многочлен делится на какой-либо неприводимый 

многочлен степени 2, 3, …, n – 1. Если же не выполняется ни одно из условий, то 

исследуемый многочлен неприводимый. Последовательно выполняя проверку 

этих условий, можно установить приводимость (или неприводимость) много-

члена. Отметим, что нет необходимости проверять делимость на неприводимые 

многочлены выше / 2n   , так как делимость на многочлен степени / 2m n     

равносильна делимости на многочлен степени / 2n m n−     .  

Так как степень многочлена f(x), порождающего заданный идеал, равна 

семи, то необходимо проверить, имеет ли этот многочлен корни в ℤ/2ℤ, и в слу-

чае отрицательного ответа – делится ли он на неприводимый многочлен второй 

или третьей степени. Далее все действия выполняются по модулю 2. Проверим 

наличие корней: 

( )0 1 0f =  ; 

( )1 1 1 1 1 1 5 1 0f = + + + + = =   

Таким образом, f(x) не имеет корней в ℤ/2ℤ – выполнено необходимое усло-

вие неприводимого многочлена.  

Следующим шагом необходимо проверить делимость на неприводимые 

многочлены второй степени. Среди многочленов второй степени с коэффициен-
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тами из ℤ/2ℤ существует всего один неприводимый: 2 1x x+ + . Проверку осу-

ществляем непосредственным делением в столбик, учитывая, что в ℤ/2ℤ  

–1 = 1, 2 = 0: 

 

7 6 5 4 3 2 2

7 6 5 5 4 3 2

6 5 4

6 5 4

5 4 3

5 4 3

0 0 1 1    

                               

           0

             

                  0 0

                     

                     

x x x x x x x x

x x x x x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

+ + + + + + + +

+ + + + +

+ +

+ +

+ +

+ +
4 3 2

4 3 2

     

                             

                                                 +1

x x x

x x x

+ +

+ +

 

Получили ненулевой остаток (единицу), следовательно, f(x) на 
2 1x x+ +  не 

делится.  

Далее аналогичным образом проверим делимость на неприводимые много-

члены третьей степени: 3 1x x+ +  и 3 2 1x x+ + . Получим, что f(x) делится на 
3 2 1x x+ + , частное – многочлен 4 3 1x x+ + . Следовательно, f(x) является приво-

димым многочленом, а порожденный им идеал не является максимальным. ▲  

Задание 6. Выяснить, максимален ли идеал в кольце полиномов с коэффи-

циентами из ℤ/3ℤ, порожденный полиномом ( ) 5 3 2 2 2g x x x x x= + + + + .  

Решение 

Для выполнения данного задания справедливы те же рассуждения, что и для 

задания 5: необходимо исследовать многочлен g(x) на приводимость, последова-

тельно проверяя наличие корней и делимость на неприводимые многочлены сте-

пени не выше 5 / 2 2=   . Отличие заключается лишь в поле, над которым задан 

многочлен: ℤ/3ℤ. Проверим, есть ли среди элементов этого поля корни много-

члена g(x) (все действия проводим по модулю 3): 

( )0 2 0g =   

( )1 1 1 1 2 2 7 1 0g = + + + + = =   

( )2 32 8 4 4 2 50 2 0g = + + + + = =  . 

Корней из ℤ/3ℤ нет. Далее необходимо проверить делимость на неприводи-

мые многочлены второй степени (нормированные). Укажем их:  
2 1x + ; 
2 2x x+ + ; 
2 2 2x x+ + . 

Деление выполняется, как и ранее, в столбик, однако теперь, учитывая поле, 

над которым заданы многочлены, выполняются равенства коэффициентов по мо-

дулю 3: –1=2, –2=1, 3=0; 4=1. Приведем в качестве примера деление g(x) на 
2 2 2x x+ + : 
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5 4 3 2 2

5 4 3 3 2

4 3 2

4 3 2

2

2

0 2 2 2 2    

2 2                   2

           2

             2 2

                            2 2 2

                               2 1

                    

x x x x x x x

x x x x x

x x x

x x x

x x

x x

+ + + + + + +

+ + + +

+ +

+ +

+ +

+ +

                     1x +

 

Как следует из наличия ненулевого остатка x + 1, многочлен g(x) не делится 

на 2 2 2x x+ + . Выполнив проверку делимости на остальные два многочлена 
2 1x +  и 2 2x x+ + , убедимся, что g(x) не делится ни на один из них. Следова-

тельно, g(x) является неприводимым над полем ℤ/3ℤ, а порожденный им идеал – 

максимальный в кольце многочленов с коэффициентами из ℤ/3ℤ. ▲ 

Напомним, что для многочленов шестой и седьмой степени в случае, если 

они не имеют корней в ℤ/3ℤ и не делятся ни на один из неприводимых многочле-

нов второй степени, необходимо выполнить проверку на делимость на неприво-

димые многочлены третьей степени.   
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ТЕСТ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ ПО ТЕМЕ  

«КОЛЬЦА. ИДЕАЛЫ КОЛЕЦ» 

 

Вопрос 1. Какие множества являются идеалами в кольце ℤ целых чисел? 

A) {1}; 

B) {30k | k ∈ ℤ} – множество целых чисел, кратных 30; 

C) {5k +2 | k ∈ ℤ} – множество целых чисел, дающих остаток 2 при делении 

на 5; 

D) {13k +12 | k ∈ ℤ} – множество целых чисел, дающих остаток 12 при деле-

нии на 13; 

E) {0}. 

 

Вопрос 2. Выбрать множества, которые являются полями относительно 

стандартных операций сложения и умножения: 

A) ℤ/21ℤ – множество классов вычетов по модулю 21;  

B) ℚ – множество рациональных чисел; 

C) ℤ – множество целых чисел; 

D) ℤ/23ℤ – множество классов вычетов по модулю 23; 

E) ℂ – множество комплексных чисел.  

 

Вопрос 3. Какие из перечисленных идеалов в кольце ℤ/16ℤ являются макси-

мальными? 

A) 8  ; 

B) 4  ; 

C) 12  ; 

D) 10  ; 

E) 2  . 

 

Вопрос 4. Многочлен f(x) = x4 + αx3 + βx2 + x + 16 является неприводимым в 

кольце ℝ[x] многочленов с действительными коэффициентами: 

A) только если α = 0; 

B) только если α = β = 0; 

C) при любых α и β; 

D) ни при каких α и β не является неприводимым; 

E) только если α и β отрицательные.  

 

Вопрос 5. Для начала каждого предложения A–E подобрать его окончание 

так, чтобы получилось верное утверждение. Ответ запишите в виде сочетания 

букв и цифр, соблюдая алфавитную последовательность букв. Если началу пред-

ложения соответствует несколько верных окончаний, укажите их все. Некоторые 

данные правого столбца могут использоваться несколько раз или не использо-

ваться вообще. Например, A14B1C27D3E3. 
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Начало предложения Окончание  

предложения 

A. В любом поле отсутствуют …  

B. Все идеалы в кольце целых чисел – это… 

C. В любом поле ненулевой элемент – … 

D. Если p – простое число, то в кольце целых чисел 

множества вида {pk | k ∈ ℤ} – это…  

E. Если в кольце многочленов над полем P идеал  

J = < f(x) > – максимальный, то f(x) –  

1) Простое число. 

2) Максимальные иде-

алы. 

3) Левые идеалы. 

4) Собственные идеалы. 

5) Главные идеалы. 

6) Делители нуля. 

7) Неприводимый. 

8) Обратимый. 

 

Вопрос 6. В кольце M2 (ℝ) действительных квадратных матриц 2-го порядка 

рассмотрим множество всех матриц вида 
0

0

a

b

 
 
 

, где a, b ∈ ℝ. Является ли дан-

ное множество идеалом?  

A) является левым идеалом, но не является правым идеалом; 

B) является и левым, и правым идеалом; 

C) является правым идеалом, но не является левым идеалом; 

D) не является идеалом; 

E) является двусторонним идеалом, только если b a= − . 

 

Вопрос 7. Дано кольцо полиномов с коэффициентами из ℤ/3ℤ. Какие из пе-

речисленных ниже идеалов, порожденных соответствующими многочленами, 

являются максимальными? 

A) 2 2x x+ ; 

B) 3 22 2 1x x x+ + + ; 

C) 3 2 2x x+ + ; 

D) 22 2 2x x+ + ; 

E) 22 1x x+ + . 

 

Вопрос 8. Указать НЕВЕРНЫЕ утверждения: 

A) в кольце ℤ целых чисел идеал < 61 > является максимальным;  

B) в кольце полиномов ℝ[x] обратимыми элементами являются только 

ненулевые многочлены нулевой степени: ℝ/{0};  

C) в кольце полиномов над конечным полем можно отыскать делители 

нуля; 

D) многочлен 
4 128x +  является неприводимым над полем действительных 

чисел;  

E) в кольце многочленов (ℤ/3ℤ)[x] не существует неприводимых многочле-

нов степени выше третьей. 
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Вопрос 9. Указать ВЕРНЫЕ утверждения: 

A) всякое поле является кольцом; 

B) всякое кольцо является полем; 

C) множество свободных векторов с операциями сложения и векторного 

умножения образует поле; 

D) в кольце может быть несколько элементов, нейтральных относительно 

сложения; 

E) в поле для одного и того же ненулевого элемента можно отыскать не-

сколько различных обратных элементов. 

 

Вопрос 10. Какое минимальное количество элементов может содержать 

поле? 

A) 1; 

B) 2; 

C) 3; 

D) 5; 

E) 20. 

 

Ключ к тесту: 

 

Номер 

вопроса 

Ответ 

1 B, E 

2 B, D, E 

3 D, E 

4 D 

5 A46B5C8D25E7 

6 A 

7 C, E 

8 C, D, E 

9 A 

10 B 
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ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ № 4  

««КОЛЬЦА. ИДЕАЛЫ КОЛЕЦ» 

 

1. Исследовать, образуют ли указанные подмножества целых чисел идеалы 

в кольце целых чисел. В случае положительного ответа выяснить, максимален 

ли этот идеал. 

2. Является ли идеалом данное множество? 

3. Найти все собственные идеалы в кольце ℤ/mℤ. Расположить их в порядке 

возрастания. Указать максимальные идеалы в этом кольце. Какие классы выче-

тов по модулю m необходимо выбирать в качестве порождающего элемента иде-

ала, чтобы полученные идеалы не совпадали друг с другом? В каком случае при 

различных порождающих элементах будут получены одинаковые идеалы? От-

веты на последние два вопроса обосновать в общем виде для произвольного m. 

4. При каких значениях параметров α, β и γ главный идеал в кольце полино-

мов над полем действительных чисел, порожденный многочленом ( )h x , является 

максимальным?  

5. Максимален ли идеал в кольце полиномов с коэффициентами из ℤ/2ℤ, по-

рожденный полиномом:  а) ?)(xs   б)  ?)(xt  

6. Максимален ли идеал  )(xs  в кольце полиномов с коэффициентами из 

ℤ/3ℤ?  

 

Вариант 1 

 

1. а) {179k | k ∈ ℤ}; б) {9k2 + 1 | k ∈ ℤ}.   

2. Симметрическая разность двух идеалов.    

3. ℤ/20ℤ. 

4. 
4 3α β γ 144x x x+ + + .   

5. а) ( ) 6 5 4 3 2 1;s x x x x x x= + + + + +  б) ( ) 6 3 1t x x x= + + . 

6. 222)( 236 ++++= xxxxxs .  

 

Вариант 2 

 

1. а) {183k | k ∈ ℤ}; б) {3k + 2 | k ∈ ℤ}.   

2. Дополнение к идеалу в кольце.     

3. ℤ/24ℤ. 

4. 
3α 15β 16γx x+ − .   

5. а) ( ) 6 4 3 2 1;s x x x x x x= + + + + +   б) ( ) 6 1t x x x= + + .  

6. 1222)( 2346 ++++= xxxxxs .  
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Вариант 3 

 

1. а) {919k | k ∈ ℤ}; б) {k2 + k + 2 | k ∈ ℤ}.   

2. Объединение двух идеалов.   

3. ℤ/28ℤ. 

4. 
4 2α β γ 81x x x+ + + .     

5. а) ( ) 6 5 3 2 1;s x x x x x x= + + + + +   б) ( ) 6 4 3 1t x x x x x= + + + + . 

6. 22)( 3456 ++++= xxxxxs . 

 

Вариант 4 

 

1. а) {177k | k ∈ ℤ}; б) {7k – 3 | k ∈ ℤ}.   

2. Пересечение двух идеалов.   

3. ℤ/30ℤ. 

4. 
4 3α β γ 4x x x+ + + .    

5. а) ( ) 6 3 2 1;s x x x x= + + +  б) ( ) 7 3 1t x x x= + + . 

6. 22)( 2456 +++++= xxxxxxs .  

 

Вариант 5 

 

1. а) {631k | k ∈ ℤ}; б) {3k2 + 6k + 1 | k ∈ ℤ}.  

2. Произведение двух идеалов.    

3. ℤ/32ℤ. 

4. 
4 2α β γ 1x x x+ + + .     

5. а) ( ) 6 5 4 3 2 1;s x x x x x x x= + + + + + +   б) ( ) 7 4 1t x x x= + + . 

6. 122)( 2456 +++++= xxxxxxs .  

 

Вариант 6 

 

1. а) {209k | k ∈ ℤ}; б) {– k2  + 16 | k ∈ ℤ}.   

2. Множество всех четных чисел в кольце целых чисел.   

3. ℤ/34ℤ. 

4. 
4 2α β γ 1x x x+ + − .  

5. а) ( ) 7 6 5 4 3 2 1;s x x x x x x x x= + + + + + + +  б) ( ) 6 5 4 1t x x x x x= + + + + . 

6. 122)( 2346 ++++= xxxxxs . 
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Вариант 7 

 

1. а) {611k | k ∈ ℤ}; б) {2k + 1 | k ∈ ℤ}.  

2. Множество всех нечетных чисел в кольце целых чисел. 

3. ℤ/35ℤ.   

4. 
3 2α β 8 γx x x+ + − .   

5. а) ( ) 7 5 4 3 2 1;s x x x x x x= + + + + +   б) ( ) 7 6 1t x x x= + + . 

6. 2222)( 2456 +++++= xxxxxxs .  

 

Вариант 8 

 

1. а) {163k | k ∈ ℤ}; б) {k2 – 3k + 4 | k ∈ ℤ}.   

2. Множество 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8 в кольце целых чисел.    

3. ℤ/36ℤ. 

4. 
4 2α β 3γ 16x x x+ + + .    

5. а) ( ) 7 6 4 3 2 1;s x x x x x x= + + + + +   б) ( ) 7 6 3 1t x x x x x= + + + + . 

6. 222)( 356 ++++= xxxxxs . 

 

Вариант 9 

 

1. а) {703k | k ∈ ℤ}; б) {k2 – 4 | k ∈ ℤ}.  

2. В кольце полиномов множество всех многочленов степени не выше 10.    

3. ℤ/22ℤ. 

4. 
4 2α 12β 37γx x+ + .  

5. а) ( ) 7 6 5 3 1;s x x x x x x= + + + + +  б) ( ) 6 5 2 1t x x x x x= + + + + . 

6. 1)( 46 +++= xxxxs . 

 

Вариант 10 

 

1. а) {167k | k ∈ ℤ}; б) {17k + 5 | k ∈ ℤ}.   

2. В кольце полиномов множество всех многочленов степени не ниже 10.  

3. ℤ/38ℤ. 

4. 
4 2α 8β γ 49x x x+ + + .   

5. а) ( ) 7 6 5 4 2 1;s x x x x x x= + + + + +  б) ( ) 7 6 5 4 2 1t x x x x x x x= + + + + + + . 

6. 22)( 356 ++++= xxxxxs . 
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Вариант 11 

 

1. а) {559k | k ∈ ℤ}; б) {5k2 + k – 1 | k ∈ ℤ}.  

2. Симметрическая разность двух идеалов.    

3. ℤ/21ℤ. 

4. 
4 23α β 25γx x+ + .    

5. а) ( ) 7 5 4 3 1;s x x x x x x= + + + + +   б) ( ) 6 5 1t x x x= + + . 

6. 12222)( 2456 +++++= xxxxxxs . 

 

Вариант 12 

 

1. а) {317k | k ∈ ℤ}; б) {11k + 2 | k ∈ ℤ}. 

2. В кольце M2 [ℝ] вещественных квадратных матриц порядка 2 множество 

всех матриц вида (
𝑎 𝑏
0 𝑐

) ;   𝑎,  𝑏,  𝑐 ∈ ℝ.    

3. ℤ/27ℤ. 

4. 
4 2α β 2γ 144x x x+ + + .    

5. а) ( ) 6 5 4 3 2 1;s x x x x x x= + + + + +   б) ( ) 6 3 1t x x x= + + . 

6. 22)( 356 ++++= xxxxxs . 

 

Вариант 13 

 

1. а) {649k | k ∈ ℤ}; б) {2k2 – 2k + 1 | k ∈ ℤ}.   

2. В кольце вещественных квадратных матриц порядка 2 множество всех 

матриц вида 







cb

a 0
.  

3. ℤ/39ℤ. 

4.  
6 4 2α β γ 1x x x+ + + .  

5. а) ( ) 7 4 3 2 1;s x x x x x x= + + + + +   б) ( ) 7 6 5 4 3 2 1t x x x x x x x= + + + + + + . 

6. 22)( 3456 ++++= xxxxxs . 

 

Вариант 14 

 

1. а) {409k | k ∈ ℤ}; б) {6k + 1 | k ∈ ℤ}.  

2. В кольце вещественных квадратных матриц порядка 2 множество всех 

матриц вида 
0 a

b c

 
 
 

.  

3. ℤ/33ℤ. 

4. 
5 3α γ β 1x x x+ + + .  
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5. а) ( ) 7 3 2 1;s x x x x= + + +  б)  ( ) 7 6 4 1t x x x x x= + + + + . 

6. 222)( 356 ++++= xxxxxs . 

 

Вариант 15 

 

1. а) {623k | k ∈ ℤ}; б) {6k2 – 5k + 1 | k ∈ ℤ}.   

2. В кольце вещественных квадратных матриц порядка 2 множество всех 

матриц вида 
0

0

a

b

 
 
 

.  

3. ℤ/42ℤ. 

4. 
4 3 2α 3β 3γ 4x x x+ + + .    

5. а) ( ) 6 4 3 1;s x x x x= + + +   б) ( ) 7 1t x x x= + + . 

6. 222)( 236 ++++= xxxxxs . 
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МОДУЛЬ № 5. КОНЕЧНЫЕ ПОЛЯ 

 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ ПО ТЕМЕ  

«КОНЕЧНЫЕ ПОЛЯ»1 

 

§ 1. Фактор-кольца 

 

Рассмотрим кольцо K c собственным двусторонним идеалом J. По опреде-

лению всякое кольцо является аддитивной абелевой группой (см. модуль 4, опре-

деление 4.1), а идеал J является подгруппой этой группы, причем в силу ее ком-

мутативности идеал J – нормальная подгруппа (см. модуль 2, определение 2.19). 

Рассмотрим множество смежных классов (или классов смежности) по подгруппе 

J, обозначаемое K/J. 

Напомним, что смежный класс по аддитивной подгруппе J представляет со-

бой множество всевозможных сумм a j+ , где j J , a – фиксированный элемент 

кольца K. Этот смежный класс обозначается ,a J a K+  : 

 |a J a j j J+ = +  . 

Говорят, что элементы одного и того же смежного класса сравнимы между 

собой по модулю J. 

Множество K/J смежных классов является фактор-группой относительно 

индуцированной операции сложения (см. модуль 2, теорему 2.13). Это означает, 

что смежные классы по подгруппе J  можно складывать друг с другом. Правило 

сложения классов ( )a J+  и ( )b J+  задается следующим образом:  

( ) ( ) ( )a J b J a b J+ + + = + + , 

т. е. сумма двух классов ( )a J+  и ( )b J+  является классом, содержащим элемент 

a b+ .  

Так как в кольце K задана также операция умножения элементов a и b, то 

можно определить и операцию умножения смежных классов. Зададим ее форму-

лой 
( ) ( )a J b J ab J+  + = + , 

т. е. произведением двух классов ( )a J+  и ( )b J+  является классом, содержа-

щим элемент a b . 

Корректность такого определения операции умножения следует из того, что 

смежный класс ab J+ , получаемый в результате произведения, не зависит от 

выбора представителей перемножаемых классов (доказательство этого утвер-

ждения изложено в [20]). 

Теорема 5.1. Если J – двусторонний идеал кольца K, то множество K/J 

смежных классов с введенными на нем операциями сложения и умножения по 

правилам 
( ) ( ) ( )a J b J a b J+ + + = + + , ( ) ( )a J b J ab J+  + = +  

 
1 При подготовке данного раздела использовались следующие источники: [5, 6, 16, 20, 21]. 
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является кольцом. Если кольцо K коммутативно, то и кольцо K/J также комму-

тативно.  

Определение 5.1. Фактор-кольцо K/J кольца K по идеалу J – это множе-

ство K/J смежных классов с введенными на нем операциями сложения и умно-

жения согласно правилам теоремы 5.1.  

Пример 5.1. Кольцо классов вычетов ℤ/mℤ является фактор-кольцом кольца 

целых чисел ℤ по идеалу, порожденному числом m: < 𝑚 >= {𝑚𝑞|𝑞 ∈ ℤ}. 
Пример 5.2. В кольце полиномов P[x] c действительными коэффициентами 

можно построить фактор-кольцо смежных классов по идеалу ( )f x  , порож-

денному полиномом ( )f x . Смежные классы этого фактор-кольца представляют 

собой множества вида ( ) ( ) ( ) ( ) | [ ]r r x f x q x q x P x= +  , где ( )r x  – полином 

степени ниже степени ( )f x . Подробно случай построения такого фактор-кольца 

разобран в решении типовых задач лабораторной работы «Конечные поля». 

Понятие фактор-кольца позволяет строить на основании известных колец 

другие алгебраические структуры, в частности поля с конечным числом элемен-

тов.   

Теорема 5.2. Фактор-кольцо K/J коммутативного ассоциативного кольца 

K с единицей по идеалу J является полем тогда и только тогда, когда идеал J – 

максимальный.  

Пример 5.3. Кольцо классов вычетов ℤ/pℤ по простому модулю p – это фак-

тор-кольцо кольца целых чисел по идеалу < 𝑝 >= {𝑝𝑞|𝑞 ∈ ℤ}. Как было показано 

в модуле 4 «Кольца. Идеалы колец», этот идеал максимален. Согласно теореме 

5.2, кольцо классов вычетов должно быть полем. Это действительно так, по-

скольку каждый ненулевой класс вычетов по простому модулю обратим, что 

было показано в модуле 2.  

 

§ 2. Вычисления в конечных полях  

 

Определение 5.2. Конечное поле – это поле, число элементов которого ко-

нечно. Такие поля также называются полями Галуа и обозначаются GF(q), где 

q  – количество элементов поля Галуа.  

Пример 5.4. Любое кольцо классов вычетов по простому модулю ℤ/pℤ – ко-

нечное поле.  

Определение 5.3. Характеристика поля – наименьшее натуральное число 

n, такое, что в поле P сумма n единиц равна нулю. Если такого n не существует, 

то говорят, что поле имеет характеристику ноль. В противном случае P  назы-

вают полем положительной характеристики. 

Характеристика поля P обозначается char P.  

Пример 5.5. Поле ℤ/2ℤ – поле характеристики 2. Действительно, в нем 

1 1 0+ = , т. е. сумма двух единиц равна нулю. 

Теорема 5.3 Если поле P – поле положительной характеристики p, то p 

может быть только простым числом.  
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Теорема 5.4 Для любого простого p и для любого натурального числа n су-

ществует единственное с точностью до изоморфизма конечное поле, содержа-

щее np  элементов.  

Свойства конечного поля ( )nGF p :  

1. Имеет характеристику p. 

2. Является линейным пространством над полем ℤ/pℤ, размерность этого 

пространства равна n. 

3. Поле ℤ/pℤ является подполем поля ( )nGF p . 

4. С точностью до изоморфизма поле ( )nGF p  совпадает с фактор-кольцом 

(ℤ/pℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) >  кольца полиномов (ℤ/pℤ)[𝑥] по идеалу ( )f x  , порожден-

ному неприводимым многочленом ( )f x  степени n.  

5. Мультипликативная группа конечного поля ( )nGF p  является цикличе-

ской.  

Определение 5.4. Примитивный элемент – всякая образующая мульти-

пликативной группы конечного поля ( )nGF p .  

Свойства 4 и 5 позволяют задать элементы конечного поля. Согласно свой-

ству 4, для любого числа np  можно построить конечное поле ( ),nGF p  состоя-

щее из смежных классов кольца (ℤ/pℤ)[𝑥] по идеалу ( )f x  . Эти классы зада-

ются формулой 

𝑟 = {𝑟(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑞(𝑥)|𝑞(𝑥) ∈(ℤ/pℤ) [𝑥]}, 
где 𝑟(𝑥) ∈ (ℤ/pℤ) [𝑥]. 

Каждый класс полностью определяется полиномом ( )r x  степени ниже сте-

пени неприводимого над ℤ/pℤ полинома ( )f x , поэтому, для того чтобы задать 

все элементы конечного поля, достаточно перечислить все такие полиномы ( )r x

. Операции сложения и умножения элементов поля задаются правилами сложе-

ния и умножения смежных классов r .  

С другой стороны, исходя из свойства 5, все ненулевые элементы поля 

( )nGF p  можно представить в виде α k , где  α – примитивный элемент, 

1 1k n  − . В данном случае конкретная природа примитивного элемента α не 

существенна, а важно установить правила, по которым выполняется операция 

сложения различных степеней α. Эти правила следуют из общих свойств элемен-

тов конечных полей. Укажем основные из этих свойств.  

Свойства элементов конечного поля ( )nGF p :  

1. Все элементы конечного поля ( )nGF p  являются корнями уравнения 

0
npx x− =  (обобщенная теорема Ферма). 
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2. Примитивный элемент α поля Галуа ( )nGF p  всегда является корнем не-

приводимого над ℤ/pℤ полинома степени n из кольца полиномов (ℤ/pℤ) [𝑥], при-

чем все остальные корни этого полинома также являются примитивными эле-

ментами. Такой полином называется примитивным. 

3. Если примитивный элемент α является корнем неприводимого много-

члена ( ) 1

1 0

n n

nf x x a x a−

−= + + + , то для любой степени k такой, что 

1nn k p  − , можно представить α k  в виде линейной комбинации степеней при-

митивного элемента α: 0 2 1α 1, α,α , , αk−=  с коэффициентами из поля ℤ/pℤ. Это 

следует из цепочки равенств:  
1

1 0α α 0n n

na a−

−+ + + =   
1

1 0α αn n

na a−

− =− − −   

( )
( )

1 1

1 0 1 0

1

1 1 0 0

α α α α α

α α

n n n

n n

n

n n

a a a a

a a a a

+ −

− −

−

− −

 = − − − = − − − =

= − − − − − − 
 

4. Из свойства 3 следует, что любой элемент конечного поля ( )nGF p  мо-

жет быть представлен как n-мерный вектор линейного пространства ( )nGF p  в 

базисе 2 11, α,α , , αk−  c коэффициентами из поля ℤ/pℤ. Такое задание элементов 

поля называется аддитивным.  

Пользуясь свойством 3 элементов поля Галуа, можно составить таблицу со-

ответствия степеней примитивного элемента и n-мерных векторов в базисе 
2 11, α,α , , αk− . Эта таблица устанавливает взаимно однозначную связь между 

мультипликативным и аддитивным способами задания поля. При решении прак-

тических задач для выполнения операции умножения рационально использовать 

мультипликативное задание элементов, а для выполнения операции сложения – 

аддитивное.  

Таким образом, приходим к выводу о том, что если ненулевые элементы ко-

нечного поля заданы как степени примитивного элемента, то для выполнения 

операции сложения необходимо знать конкретный вид примитивного полинома, 

имеющий среди корней используемый примитивный элемент. Примитивный по-

лином – всегда неприводимый над полем ℤ/pℤ. Число неприводимых полиномов 

над полем ℤ/pℤ конечно, однако только в случае, если 1np −  является простым 

числом, можно гарантировать, что любой неприводимый полином является при-

митивным. В остальных случаях среди неприводимых полиномов могут встре-

тится непримитивные, и тогда требуется непосредственная проверка того, явля-

ется ли корень выбранного полинома примитивным элементом. В процессе про-

верки вычисляются степени корня полинома по схеме, приведенной в свойстве 3 

элементов поля Галуа, и если α 1k =  при nk p , то полином примитивным не яв-

ляется.  
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ТИПОВЫЕ ЗАДАНИЯ ПО ТЕМЕ  

«КОНЕЧНЫЕ ПОЛЯ» С ОБРАЗЦАМИ РЕШЕНИЙ 

 

Задание 1. Задан многочлен f(x) с коэффициентами из поля ℤ/2ℤ. 

а) 2( ) 1f x x= + ; б) 3 2( ) 1f x x x= + + . 

Для обоих пунктов выполнить следующие задания:  

1) Выяснить, является ли многочлен f(x) неприводимым. 

2) Перечислить все элементы фактор-кольца K/J, где K – кольцо многочле-

нов K = (ℤ/2ℤ)[𝑥], а J – идеал этого кольца, порожденный многочленом f(x): 

( )J f x=   . 

3) Составить таблицы сложения и умножения элементов указанного фактор-

кольца. 

4) Пользуясь составленными таблицами, выписать пары взаимно обратных 

элементов.  

5) Определить порядок мультипликативной группы фактор-кольца K/J. 

6) Выяснить, является ли мультипликативная группа фактор-кольца цикли-

ческой. Если является, указать ее образующий элемент.  

7) Выяснить, является ли фактор-кольцо K/J полем. 

Решение  

Пункт «а» 2( ) 1f x x= + : 

1. Так как 2(1) 1 1 0f = + =  в поле ℤ/2ℤ, т. е. 1 является корнем многочлена 

f(x), то по теореме Безу f(x) делится на 1x −  (над полем ℤ/2ℤ 1 1x x− = + ), а сле-

довательно, является приводимым: ( )
22 1 1x x+ = +  (обратите внимание, что при 

возведении в квадрат слагаемое 2x обращается в 0, так как в поле ℤ/2ℤ 2 = 0). 

2. Элементами фактор-кольца K/J, где J – идеал кольца K, являются смеж-

ные классы по подгруппе J аддитивной группы кольца K. Согласно определению 

(см. модуль 2), смежный класс по аддитивной подгруппе J можно построить, вы-

брав элемент a кольца K и найдя для этого элемента все возможные суммы вида 

,a j+  где j J . Из такого построения следует, что разность любых двух элемен-

тов 1 1 1 2 2 2,  и ,b a j j J b a j j J= +  = +   одного смежного класса по идеалу J при-

надлежит этому идеалу: ( )2 1 2 1 2 1 3b b a j a j j j j J− = + − + = − =   ( 2 1j j J−  по 

критерию подгруппы J). 

Рассмотрим в качестве кольца K кольцо многочленов P[x] с коэффициен-

тами из поля P, а в качестве идеала J этого кольца – идеал, порожденный много-

членом f(x): ( )J f x=   , т. е. состоящий из всевозможных произведений мно-

гочленов ( ) ( ) ( )  ,f x q x q x P x . Тогда, согласно выводу, сделанному в преды-

дущем абзаце, разность любых двух многочленов g1(x) и g2(x) одного смежного 

класса по J принадлежит идеалу J, что равносильно выражению 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )  

2 1 ,g x g x f x q x q x P x− =  . 
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Это равенство возможно тогда и только тогда, когда многочлены g1(x) и g2(x) 

имеют равные остатки от деления на многочлен f(x). Следовательно, все эле-

менты смежного класса по ( )J f x=   , и только они, при делении на f(x) имеют 

один и тот же остаток r(x). Таким образом, смежный класс по J полностью опре-

деляется остатком r(x), а элементами этого класса являются многочлены вида 
( ) ( ) ( ) ( )  ,r x f x q x q x P x+  . Далее будем обозначать такой смежный класс  

( )r x : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) | [ ]r x r x f x q x q x P x= +  . 

Таким образом, для указания всех элементов фактор-кольца P[x]/ < f(x) > 

(всех смежных классов) достаточно перечислить всевозможные остатки от 

деления на многочлен f(x). Эти остатки представляют множество всех много-

членов из кольца P[x], степень которых ниже степени f(x). Если поле P, над ко-

торым задано кольцо многочленов P[x], конечно, то и число таких многочленов 

также конечно. 

Перечислим все элементы фактор-кольца (ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) >, где 

( ) 2 1f x x= + . Ими являются все смежные классы по < f(x) >, задаваемые много-

членами меньше второй, т. е. нулевой и первой степени с коэффициентами из 

ℤ/2ℤ:  

(ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑥2 + 1 >{0̅, 1̅, 𝑥̅, 𝑥 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}. 

Отметим, что над полем ℤ/2ℤ количество многочленов степени меньшей, 

чем n, равно 2n. Конкретно в данном случае n = 2, откуда количество многочленов 

степени меньше второй равно четырем. 

3. В фактор-кольце K/J определены операции сложения и умножения смеж-

ных классов. Сформулируем правила этих операций для случая фактор-кольца 

P[x]/ < f(x) >. 

Суммой классов ( )
1r x  и ( )

2r x  называется такой класс ( )
3r x , который со-

держит многочлен ( ) ( )
1 2r x r x+ . Например, суммой классов x  и 1x +  будет яв-

ляться класс, содержащий 1 2 1 1x x x+ + = + =  (здесь учитываем, что в ℤ/2ℤ  

2 = 0). Очевидно, этим классом является 1. Таким образом, 1 1x x+ + = . 

Согласно приведенному правилу найдем все возможные суммы элементов 

фактор-кольца (ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) >, записывая их в таблицу 11 (в ячейке содер-

жится сумма классов, указанных в соответствующих строке и столбце).  
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              Таблица 11 

 

Таблица сложения элементов фактор-кольца (ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) > 

 

  0   x  1+x  
0    x  1+x  

   1+x  x  

x  x  1+x    

  x    

  

Произведением классов ( )
1r x  и ( )

2r x  называется такой класс ( )
3r x , кото-

рый содержит многочлен ( ) ( )
1 2r x r x . Если произведение многочленов ( ) ( )

1 2r x r x  

имеет степень равную или большую, чем степень полинома f(x), породившего 

идеал J, то для того, чтобы установить класс, который содержит ( ) ( )
1 2r x r x , необ-

ходимо найти остаток от деления многочлена ( ) ( )
1 2r x r x  на f(x).  

Например, произведением классов 1  и 1x +  будет являться класс, содержа-

щий ( )1 1 1x x+ = + . Очевидно, что 1 1 1x x + = + . 

Произведением классов x  и 1x +  будет являться класс, содержащий 

( ) 21x x x x+ = + . Его степень равна степени многочлена 2( ) 1f x x= + , породив-

шего идеал J. Найдем остаток от деления 
2x x+  на f(x). Для этого можно выпол-

нить деление многочлена на многочлен в столбик (см. модуль 4), но можно запи-

сать тождество: ( )2 2 1 1x x x x+ = + + + . Здесь, как и везде выше, учитывается, что 

в ℤ/2ℤ 2 = 0. Из этого тождества видно, что остатком от деления 
2x x+  на 

2( ) 1f x x= +  является 1x + . Таким образом, 1 1x x x + = + . 

Согласно приведенному правилу, найдем все возможные произведения эле-

ментов фактор-кольца (ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) >  и запишем их в таблицу 12 (в ячейке 

содержится произведение классов, указанных в соответствующих строке и 

столбце). 

                                                                                                             Таблица 12 

 

Таблица сложения элементов фактор-кольца (ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) > 

 

 0   x  1+x  
0      

 0   x  1+x  
x   x  1  1x +  

   1x +   

1

0 1

1 1 0

0 1

1+x 1+x 1 0

 1

0 0 0 0

1 1

0

1+x 0 1+x 0
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Симметрия заполнения обеих таблиц отражает свойство коммутативности 

сложения и умножения классов.  

4. Взаимно обратными элементами будут являться такие элементы фактор-

кольца, произведение которых равно классу 1 . Каждый из взаимно обратных эле-

ментов обратим. Используя таблицу умножения, выпишем обратимые элементы: 

класс 1  и класс x  (взаимно обратные самим себе).  

5. Мультипликативную группу (K/J)* фактор-кольца K/J  образуют все обра-

тимые элементы. В данном случае только два элемента обратимы – это 1  и x . 

Следовательно, ((ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) >)* = {1̅, 𝑥̅}. Таким образом, порядок мульти-

пликативной группы фактор-кольца (ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) > равен двум.  

6. Любая мультипликативная группа из двух элементов является цикличе-

ской, следовательно, ((ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) >)* – это циклическая группа с образую-

щим элементом x .  

7. Поскольку среди ненулевых элементов фактор-кольца 

 (ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) > есть необратимые, то данное фактор-кольцо не является по-

лем.  

 

Пункт «б» 3 2( ) 1f x x x= + + . 

1. Как было отмечено в модуле 4, для того чтобы убедиться в неприводимо-

сти многочлена третьей степени над полем ℤ/pℤ, достаточно убедиться, что он 

не имеет корней, принадлежащих этому полю. Выполним проверку наличия кор-

ней многочлена среди элементов поля ℤ/2ℤ:  
(0) 1 0f =   

(1) 1 1 1 3 1 0f = + + = =   

Таким образом, f(x) не имеет корней в поле ℤ/2ℤ, следовательно, он является 

неприводимым.  

2. Как было показано в пункте «а», элементами фактор-кольца  

(ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) > являются смежные классы по идеалу < f(x) >, каждый класс 

полностью определяется многочленом из (ℤ/2ℤ)[𝑥], степень которого ниже сте-

пени f(x). В случае, когда 3 2( ) 1f x x x= + + , имеем:  

(ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑥3 + 𝑥2 + 1 >{0̅, 1̅, 𝑥̅, 𝑥 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑥2̅̅ ̅, 𝑥2 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑥2 + 𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑥2 + 𝑥 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ }. 

3. Таблицы сложения (таблица 13) и умножения (таблица 14) смежных клас-

сов по < f(x) > в фактор-кольце (ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) > составляются по тем же пра-

вилам, что и в пункте «а» – эти правила являются общими для сложения и умно-

жения в любых фактор-кольцах вида (ℤ/pℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) >. Для примера здесь 

приведем подробные вычисления произведения классов 
2 1x x+ +  и 12 +x . 

( )( )2 2 4 3 2 2 4 31 1 1 1x x x x x x x x x x x+ + + = + + + + + = + + + . 

Здесь учтено, что 
2 2 22 0x x x+ = = . 

Найдем остаток от деления многочлена 
4 3 1x x x+ + +  на многочлен

3 2( ) 1f x x x= + + : 
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4 3 2 3 2

4 3 2

0 1 1    

0      

                                 +1

x x x x x x

x x x x x

+ + + + + +

+ + +  

Следовательно, 
2 21 1 1x x x+ +  + = . 

4. Пользуясь составленной таблицей умножения, выпишем пары взаимно 

обратных элементов, в произведении дающих класс 1: 

( x , 2x x+ ), ( 1x + , 2x ), ( 2 1x + , 2 1x x+ + ). Элемент 1  является взаимно об-

ратным самому себе.  

5. Как следует из предыдущего пункта решения, мультипликативную 

группу ((ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) >)* составляют все ненулевые элементы фактор-

кольца:  

((ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑥3 + 𝑥2 + 1 >)* = {1̅, 𝑥̅, 𝑥 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑥2̅̅ ̅, 𝑥2 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑥2 + 𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑥2 + 𝑥 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ }. 

Порядок этой группы равен семи (числу ее обратимых членов).  

 

 



 

 
 

1
5

4
 

 

     Таблица 13 

Таблица сложения элементов фактор-кольца (ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) > 

 

  0   x  1+x  2x  12 +x  xx +2
 

2 1x x+ +  

0  0   x  1+x  2x  12 +x  xx +2
 

2 1x x+ +  

   1+x  x  12 +x  
2x  

2 1x x+ +  xx +2
 

x  x  1+x    xx +2
 

2 1x x+ +  2x  12 +x  

  x    
2 1x x+ +  xx +2

 12 +x  
2x  

2x  
2x  12 +x  xx +2

 
2 1x x+ +  0   x  1+x  

12 +x  12 +x  
2x  

2 1x x+ +  xx +2
  0   x  

xx +2
 xx +2

 
2 1x x+ +  2x  12 +x  x  1+x  0   

2 1x x+ +  
2 1x x+ +  xx +2

 12 +x  
2x   x   0  

 

  

1

1

1 1 0

0 1

1+x 1+x 1 0

1

1 1+x

1

1+x 1



 

 
 

1
5

5
 

 

                                                                                                                                                 Таблица 14 

Таблица умножения элементов фактор-кольца (ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) > 

 

 0   x  1+x  
2x  12 +x  xx +2

 
2 1x x+ +  

0          

 0   x  1+x  
2x  12 +x  xx +2

 
2 1x x+ +  

  x  
2x  xx +2

 
2 1x +  2 1x x+ +  1  1x +  

 0   xx +2
 12 +x  1  x  2 1x x+ +  

2x  

2x   
2x  

2 1x +  1  
2 1x x+ +  1x +  x  2x x+  

12 +x   12 +x  
2 1x x+ +  x  1x +  2x x+  

2x  1  

xx +2
  xx +2

 1  
2 1x x+ +  x  2x  1x +  2 1x +  

2 1x x+ +   
2 1x x+ +  1x +  2x  2x x+  1  2 1x +  x  

  

 1

0 0 0 0 0 0 0 0

1 1

x 0

1+x 1+x

0

0

0

0
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6. Получена мультипликативная группа ((ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) >)*  простого по-

рядка, тогда, согласно следствию из теоремы Лагранжа, она является цикличе-

ской. Циклическая группа порядка g имеет φ(g) образующих, поэтому если g – 

простое число, то эта группа будет иметь g – 1 образующих. Это означает, что 

любой элемент, кроме 1 , является образующей циклической мультипликативной 

группы ((ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) >)*. Если бы порядок циклической группы был со-

ставным числом, то искать образующую пришлось бы непосредственным пере-

бором.  

7. Так как все ненулевые элементы фактор-кольца (ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) > явля-

ются обратимыми, то исследуемое фактор-кольцо является полем. Этот вывод 

можно было сделать и без составления таблицы умножения, так как, в соответ-

ствии с теоремой 5.2, фактор-кольцо K/J является полем тогда и только тогда, 

когда идеал J максимальный. Поскольку в первом пункте решения было пока-

зано, что многочлен f(x) неприводимый, то порождаемый им идеал J = < f(x) > 

является максимальным, следовательно, (ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) > – поле. Обратим 

также внимание на то, что как только установлено, что фактор-кольцо является 

полем, на основании свойства 5 полей можно сразу сделать вывод о том, что его 

мультипликативная группа является циклической. Тот факт, что любой элемент, 

кроме 1 , является ее образующей, следует из более общего утверждения для лю-

бых групп простого порядка. ▲ 

 

Задание 2. Построить поле Галуа из шестнадцати элементов GF(16) =  

= GF(24). 

Решение 

Согласно свойствам конечных полей, одним из способов решения этой за-

дачи является построение фактор-кольца (ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑓(𝑥) >, где f(x) – неприво-

димый полином четвертой степени над полем ℤ/2ℤ. Элементами такого поля яв-

ляются полиномы степени не выше третьей, и, хотя перечислить их несложно, 

но операции сложения, а особенно, умножения, являются громоздкими и тре-

буют составления соответствующих таблиц. Уже в случае поля с восьмью эле-

ментами эти таблицы содержат 64 ячейки и не очень удобны в пользовании. 

Чтобы построить искомое поле и сделать операции над его элементами более 

простыми с точки зрения вычислений, воспользуемся тем фактом, что все конеч-

ные поля из шестнадцати элементов изоморфны между собой, следовательно, 

можно не конкретизировать природу элементов этого поля, а опираться на сле-

дующие свойства конечных полей: 

- любое конечное поле можно представить как его мультипликативную 

группу, дополненную нулевым элементом: ( )   ( )( )
*

0GF m GF m= ; 

- мультипликативная группа любого конечного поля является циклической, 

поэтому для ее построения достаточно указать ее образующую α – примитивный 

элемент; 
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- примитивный элемент поля Галуа GF(pn) является корнем неприводимого 

над ℤ/pℤ полинома степени n из кольца многочленов ℤ/pℤ, где p – простое число. 

Благодаря этому факту можно представить любую степень α, большую n, в виде 

линейной комбинации степеней 1, α, α2, …, αn – 1 с коэффициентами из поля ℤ/pℤ. 

Тогда построение конечного поля сводится к тому, чтобы указать прими-

тивный полином – неприводимый полином степени n такой, чтобы его корень 

был образующей мультипликативной группы GF(pn). В случае если pn – 1 явля-

ется простым числом, то любой неприводимый полином степени n будет прими-

тивным. Если же pn – 1 является составным, то для выбранного полинома необ-

ходимо выполнить непосредственную проверку, являются ли его корни прими-

тивными, и в случае отрицательного ответа перейти к проверке следующего не-

приводимого полинома. После того, как установлен необходимый примитивный 

полином, следует с его помощью составить таблицу соответствия степеней при-

митивного элемента линейным комбинациям степеней 1, α, α2, …, αn – 1 с коэф-

фициентами из поля ℤ/pℤ. 

В данном случае необходимо построить поле GF(16) = GF(24). Число 
42 1 15− =  не является простым, поэтому необходимо проверкой подобрать при-

митивный полином. 

Над полем ℤ/2ℤ есть три неприводимых полинома четвертой степени: 
4 3 2 1x x x x+ + + + , 4 3 1x x+ +  и 4 1x x+ + .  

Проверим полином 4 3 2 1x x x x+ + + + . Если α – его корень в поле GF(24), 

тогда 
4 3 2α α α α 1 0.+ + + + =  Выразим из этого равенства 4α , учитывая, что –1 = 1 

в поле ℤ/2ℤ: 
4 3 2 3 2α α α α 1 α α α 1= − − − − = + + + . Найдем 

5α , умножив обе части 

полученного выражения на α: 

( )5 3 2 4 3 2α α α α α 1 α α α α= + + + = + + + .  

В последнее выражение подставим равенство 
4 3 2α α α α 1= + + +  и помня, 

что 2 = 0 в ℤ/2ℤ, получим 
5 3 2 3 2α α α α 1 α α α 1= + + + + + + = .  

Поскольку 5α 1= , то порядок этого элемента равен 5 и не совпадает с поряд-

ком мультипликативной группы, равным 15. Следовательно, α не является обра-

зующей этой циклической группы.  

Перейдем к проверке следующего полинома 
4 3 1x x+ + . Пусть α – его корень 

в поле GF(24), тогда 
4 3α α 1= + . Найдем выражения для более высоких степеней 

α, всякий раз заменяя в вычислениях 4 3α α 1= +  и учитывая, что 2 = 0 в ℤ/2ℤ: 

( )5 5 3 4 3 3α : α α α 1 α α α 1 α α α 1= + = + = + + = + + ; 

( )6 6 3 4 2 3 2 3 2α : α α α α 1 α α α α 1 α α α α α 1= + + = + + = + + + = + + + ; 

( )7 7 3 2 4 3 2 3 3 2 2α : α α α α α 1 α α α α α 1 α α α α α 1= + + + = + + + = + + + + = + + ; 

( )8 8 2 3 2α : α α α α 1 α α α= + + = + + ; 

( )9 9 3 2 4 3 2 3 3 2 2α : α α α α α α α α α 1 α α α 1= + + = + + = + + + = + ; 



 

158 

( )10 10 2 3α : α α α 1 α α= + = + ; 

( )11 11 3 4 2 3 2 3 2α : α α α α α α α 1 α α α 1= + = + = + + = + + ; 

( )12 12 3 2 4 3 3 3α : α α α α 1 α α α α 1 α α α 1= + + = + + = + + + = + ; 

( )13 13 2α : α α α 1 α α= + = + ; 

( )14 13 2 3 2α : α α α α α α= + = + ; 

( )15 15 3 2 4 3 3 3α : α α α α α α α 1 α 1= + = + = + + = . 

Таким образом, получили, что 15α 1= , следовательно, порядок элемента α 

совпадает с порядком циклической группы. Это означает, что корень многочлена 
4 3 1x x+ +  является образующей мультипликативной группы (GF(24))*, т. е. при-

митивным элементом, а многочлен 4 3 1x x+ +  является примитивным многочле-

ном.  

Итак, поле GF(24) состоит из всех степеней α от первой до пятнадцатой, до-

полненных нулевым элементом. Обратите внимание на то, что мы не указываем 

конкретно, чем является α – полиномом, числом, классом вычетов, матрицей или 

элементом другой природы, для построения поля нам достаточно знать лишь 

свойство о том, что при подстановке элемента α в 4 3 1x x+ +  он обращается в 

нуль. Благодаря этому свойству каждый другой ненулевой элемент поля GF(24) 

может быть задан либо как степень α, что представляет собой мультипликатив-

ное задание поля, либо как линейная комбинация его степеней не выше третьей 

с коэффициентами из ℤ/2ℤ, что соответствует аддитивному заданию поля. Этих 

представлений вполне достаточно, чтобы проводить все необходимые действия 

над элементами поля Галуа GF(24). 

Элементы поля запишем в таблицу 15, указывая для степени примитивного 

элемента α соответствующую ей линейную комбинацию степеней α не выше тре-

тьей. 
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                                                             Таблица 15 

Таблица соответствия мультипликативной и аддитивной форм задания 

элементов поля Галуа GF(24) 

 

Степень примитив-

ного элемента 

Линейная комбинация 

1, α, α2, α3 

α α 

α2 α2 

α3 α3 

α4 α3 + 1 

α5 α3 + α + 1 

α6 α3 + α2 + α + 1 

α7 α2 + α + 1 

α8 α3 + α2 + α 

α9 α2 + 1 

α10 α3 + α 

α11 α3 + α2 + 1 

α12 α + 1 

α13 α2 + α 

α14 α3 + α2 

α15 1 

 

Задание 3. Решить над полем Галуа (16)GF  с корнем   полинома 

4 3 1x x+ +  следующую систему уравнений: 
( ) ( )

( ) ( )

3 2 3

4 2 3

α α α 1 α 1 α 1

α α 1 α α 1 α α

x y

x y

 + + + + + = +


+ + + + + = +
. 

Решение 

Поскольку любой ненулевой элемент поля обратим, в поле можно задать 

операцию деления следующим образом: определим деление на элемент a как 

умножение на обратный к нему элемент a–1: 

( )1: , , 16b a b a a b GF−=   . 

Поэтому при решении систем можно воспользоваться правилом Крамера. 

Для удобства вычислений определителей перепишем уравнения системы, заме-

няя выражения для коэффициентов при неизвестных степенями примитивного 

элемента. Для этого будем использовать таблицу из задания 2, так как поле 

(16)GF  построено с корнем α того же полинома, что и в этом задании: 

6 4 12

10 7 10

α α α

α α α

x y

x y

 + =


+ =
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Обратим внимание, что коэффициент при x во втором уравнении следует 

предварительно преобразовать: 4 3 3α α 1 α 1 α 1 α α+ + = + + + = + . Такая запись си-

стемы упрощает операции умножения при вычислении определителя матрицы 

системы: 
6 4

13 14 13 14 2 3 2 3 10

10 7

α α
α α α α α α α α α α α

α α
 = = − = + = + + + = + = . 

При выполнении операции сложения от мультипликативного задания поля 

переходили к аддитивному, используя таблицу задания 2.  

Вычислим определители Δx и Δy, полученные из определителя матрицы си-

стемы заменой первого и второго столбца соответственно на столбец свободных 

членов:  
12 4

19 14 4 3 2 3 3 2 2 9

10 7

α α
α α α α α α 1 α α α 1 α

α α
x = = − = + + = + + + = + = ;  

6 12

16 22 7 2 2 9

10 10

α α
α α α α α α α 1 α 1 α

α α
y = = − = + = + + + = + = .  

При вычислении данных определителей использовался тот факт, что эле-

мент α имеет порядок 15: 19 15 4 4 4α α α 1α α= = = , 16 15α α α 1α α= = = , 22 15 7 7α α α α .= =  

Найдем элемент, обратный к Δ: 
15 10 5 5 1 5α 1 α α 1 α 1 α−=  =  =  = .  

Вычислим неизвестные x и y, умножив Δx и Δy на Δ–1 (операция деления на 

Δ): 
1 9 5 14 3 2α α α α αxx −=   = = = + ; 
1 9 5 3 2α α α αyy −=  = = + .▲ 
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ТЕСТ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ ПО ТЕМЕ «КОНЕЧНЫЕ ПОЛЯ» 

 

Вопрос 1. Пусть K = (ℤ/3ℤ)[𝑥] – кольцо полиномов с коэффициентами из 

ℤ/3ℤ и 2 2J x x=  + +   – идеал, порожденный многочленом 2 2x x+ + .  Указать 

количество элементов фактор-кольца K/J. 

A) 9; 

B) 15; 

C) 27; 

D) 8; 

E) 16. 

 

Вопрос 2. В кольце (ℤ/2ℤ)[𝑥]/< 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 > найти элемент, обратный 

к элементу x . 

A) элемент x  необратим;  

B) 2x ; 

C) 2x x+ ; 

D) 2 1x + ; 

E) 2 1x x+ + .  

 

Вопрос 3. В кольце (ℤ/3ℤ)[𝑥]/< 𝑥3 + 2𝑥 + 2 > вычислить произведение 

элементов 2x +  и 22 2x + . 

A) 2x x+ ; 

B) 2 2 2x x+ + ; 

C) 2x + ; 

D) 2 1x x+ + ; 

E) 22 2x x+ . 

 

Вопрос 4. Чему равна характеристика поля Галуа, содержащего 125 элемен-

тов? 

A) 125; 

B) 124; 

C) 5; 

D) 3; 

E) 2.  

 

Вопрос 5. Размерность линейного пространства, являющегося полем Галуа, 

содержащего 64 элемента, равна:  

A) 5; 

B) 64; 

C) 2; 
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D) 6; 

E) 4.  

 

Вопрос 6. Характеристика поля Галуа, в котором для любого элемента 𝑎 вы-

полняется равенство 12𝑎 = 2𝑎, равна:  

A) 10; 

B) 0; 

C) 6; 

D) 3; 

E) 5. 

 

Вопрос 7. Какие из приведенных чисел могут быть характеристикой поля? 

A) 2; 

B) –1; 

C) 0; 

D) 6; 

E) 157. 

 

Вопрос 8. Поле Галуа, состоящее из 625 элементов, с точностью до изомор-

физма совпадает с фактор-кольцом кольца K = (ℤ/5ℤ)[𝑥]  по идеалу J, порожден-

ному полиномом f(x), если степень полинома равна: 

A) 25;  

B) 5;  

C) 4; 

D) 2;  

E) 125. 

 

Вопрос 9. Порядок примитивного элемента поля Галуа, состоящего из  

32 элементов, равен: 

A) 32; 

B) 8; 

C) 4; 

D) 16; 

E) 31. 

 

Вопрос 10. Порядок примитивного элемента поля Галуа равен 15. Чему 

равна степень примитивного полинома? 

A) 15; 

B) 4; 

C) 3; 

D) 5; 

E) 16. 
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Ключ к тесту: 

 

Номер 

вопроса 

Ответ 

1 A 

2 E 

3 A 

4 C 

5 D 

6 E 

7 A, C, E 

8 B 

9 E 

10 B 

 

 

  



 

164 

ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ № 5 

«КОНЕЧНЫЕ ПОЛЯ» 
 

Задание 1. Задан многочлен f(x) с коэффициентами из поля ℤ/2ℤ. 

а) );(xp  б) ).(xq  

Для обоих пунктов выполнить следующие задания:  

1) Выяснить, является ли многочлен неприводимым. 

2) Перечислить все элементы фактор-кольца K/J, где K – кольцо многочле-

нов K = (ℤ/2ℤ)[𝑥], а J – идеал этого кольца, порожденный многочленом f(x): 

( )J f x=   . 

3) Составить таблицы сложения и умножения элементов указанного фактор-

кольца. 

4) Пользуясь составленными таблицами, выписать пары взаимно обратных 

элементов.  

5) Определить порядок мультипликативной группы фактор-кольца K/J. 

6) Выяснить, является ли мультипликативная группа фактор-кольца цикли-

ческой. Если является, указать ее образующий элемент.  

7) Выяснить, является ли фактор-кольцо K/J полем. 

Задание 2. Сформировать поле Галуа с 32 элементами (варианты 1–12) и с 

16 элементами (варианты 13 – 15), а также с примитивным полиномом ).(xp  

Задание 3. Решить в этом поле систему уравнений: 




=+

=+

.

,

feydx

cbyax
 Прове-

рить правильность найденных решений. 
 

Вариант 1  
 

1. а) 1)( 4 ++= xxxp ;  б)  1)( 234567 ++++++= xxxxxxxq .  

2. .1)( 2345 ++++= xxxxxp  3. 





+=++++

++=+++

.)1()1(

,1)1(

32

343

yx

yx
 

 

Вариант 2 
 

1. а) 1)( 34 ++= xxxp ;  б) 1)( 2356 ++++= xxxxxq . 

2. .1)( 345 ++++= xxxxxp  3. 





+=++++

++=+++

.)1()1(

,1)1(

32

343

yx

yx
 

 

Вариант 3 
 

1. а) 1)( 234 ++++= xxxxxp ; б) 1)( 36 ++= xxxq . 

2. .1)( 245 ++++= xxxxxp  3. 





+=++++

++=+++

.)1()1(

,1)1(

32

343

yx

yx
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Вариант 4 
 

1. а) 1)( 3 ++= xxxp ; б) 1)( 456 ++++= xxxxxq . 

2. .1)( 35 ++= xxxp  3. 





+=++++

++=+++

.)1()1(

,1)1(

32

343

yx

yx
 

 

Вариант 5 
 

1. а)  1)( 23 ++= xxxp ; б)  1)( 346 ++++= xxxxxq . 

2. .1)( 35 ++= xxxp   3. 





+=++++

++=+++

.)1()1(

,1)1(

32

343

yx

yx
 

 

Вариант 6 
 

1. а) 1)( 4 ++= xxxp ;   б) 1)( 256 ++++= xxxxxq . 

2. .1)( 235 ++++= xxxxxp  3. 





+=++++

++=+++

.)1()1(

,1)1(

32

343

yx

yx
 

 

Вариант 7 
 

1. а) 1)( 34 ++= xxxp ;  б) 1)( 6 ++= xxxq . 

2. .1)( 345 ++++= xxxxxp   3. 





+=+++++

+=+++++

.)1()1(

,1)1()1(

324

323

yx

yx
 

 

Вариант 8 
 

1. а)  1)( 234 ++++= xxxxxp ; б)  1)( 345 ++++= xxxxxq .  

2. .1)( 2345 ++++= xxxxxp  3. 





+=+++++

+=+++++

.)1()1(

,1)1()1(

324

323

yx

yx
 

 

Вариант 9 
 

1. а) 1)( 3 ++= xxxp ;   б) 1)( 2345 ++++= xxxxxq . 

2. .1)( 245 ++++= xxxxxp  3. 





+=+++++

+=+++++

.)1()1(

,1)1()1(

324

323

yx

yx
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Вариант 10 
 

1. а) 1)( 23 ++= xxxp ;  б) 1)( 245 +++= xxxxq . 

2. .1)( 235 ++++= xxxxxp  3. 





+=+++++

+=+++++

.)1()1(

,1)1()1(

324

323

yx

yx
 

 

Вариант 11 
 

1. а)  1)( 4 ++= xxxp ;  б) 1)( 235 ++++= xxxxxq . 

2. .1)( 35 ++= xxxp   3. 





+=+++++

+=+++++

.)1()1(

,1)1()1(

324

323

yx

yx
 

 

Вариант 12 
 

1. а) 1)( 34 ++= xxxp ; б) 1)( 35 ++= xxxq .  

2. .1)( 25 ++= xxxp   3. 





+=+++++

+=+++++

.)1()1(

,1)1()1(

324

323

yx

yx
 

 

Вариант 13 
 

1. а)  1)( 234 ++++= xxxxxp ; б) 1)( 25 ++= xxxq . 

2. .1)( 34 ++= xxxp    3. 





+=+++++

+=+++++

.)1()1(

,1)1()1(

324

323

yx

yx
 

 

Вариант 14 
 

1. а)  1)( 23 ++= xxxp ; б) 1)( 246 ++++= xxxxxq . 

2. .1)( 4 ++= xxxp   3. 





+=+++++

+=+++++

.)1()1(

,1)1()1(

324

323

yx

yx
 

 

Вариант 15 
 

1. а)  1)( 4 ++= xxxp ;  б) 1)( 36 ++= xxxq . 

2. .1)( 34 ++= xxxp     3. 





++=+++++

+=++++

.1)1()1(

,1)1()1(

3223

233

yx

yx
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

Таблицы порядковых номеров букв белорусского, русского и английского  

алфавитов 

Таблица порядковых номеров букв белорусского алфавита 

 

А Б В Г Д Е Ё Ж З І Й К Л М Н О 

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 

 

П Р С Т У Ў Ф Х Ц Ч Ш Ы Ь Э Ю Я 

17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 

 

Таблица порядковых номеров букв русского алфавита 

 

А Б В Г Д Е Ё Ж З И Й К Л М Н О 

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 

 

П Р С Т У Ф Х Ц Ч Ш Щ Ъ Ы Ь Э Ю Я 

17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 

 

 

Таблица порядковых номеров букв английского алфавита 

 

A B C D E F G H I J K L M N O P 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

 

Q R S T U V W X Y Z 

17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

Функции математического пакета Wolfram Mathematica,  

рекомендуемые для использования при выполнении лабораторных работ 

 

№ 

п/п 

Наименование функции Результат функции 

1 Divisors[n] Возвращает список целочисленных дели-

телей числа n 

2 GCD[n1,n2,…,nk] Находит наибольший делитель целых чи-

сел n1, n2,…, nk 

3 LCM[n1,n2,…,nk] Находит наименьшее общее кратное це-

лых чисел n1, n2,…, nk 

4 Prime[n] Возвращает n-е простое число 

5 NextPrime[n] Находит наименьшее простое число, пре-

восходящее n 

6 Mod[m,n] Находит остаток от деления числа m на 

число n 

7 PrimeQ[n] Проверяет число n  на простоту 

8 FactorInteger[n] Возвращает факторизацию целого числа n 

в виде список простых делителей с соот-

ветствующими степенями 

9 EulerPhi[n] Возвращает значение функции Эйлера от 

числа n 

10 PowerMod[a,b,m] Возводит число a в степень b по модулю 

m 

11 ModularInverse[k,n] Возвращает обратное к числу k по модулю 

m 

12 ChineseRemainder [{r1,r2,…}, 

{m1,m2,…}] 

Возвращает наименьшее неотрицательное 

решение системы сравнений 

( )modi ix r m  

13 PermutationProduct[a,b,c] Возвращает произведение подстановок в 

порядке cba 

14 PermutationCycles[perm] Раскладывает подстановку perm в произ-

ведение циклов 

15 PrimitivePolynomialQ[poly,p] Проверяет, является ли полином poly при-

митивным над полем ℤ/pℤ 
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