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ГАМИЛЬТОНИАНЫ, АССОЦИИРОВАННЫЕ
С ТРЕТЬИМ И ПЯТЫМ УРАВНЕНИЯМИ ПЕНЛЕВЕ

Получено дифференциальное уравнение типа Пенлеве для простейшего ра-
ционального гамильтониана, ассоциированного с пятым уравнением Пенлеве в
случае γ ̸= 0, δ = 0. Доказано существование ассоциированных с пятым урав-
нением Пенлеве в случае γ ̸= 0, δ = 0 гамильтонианов нерационального типа.
Получено обобщение формул Гарнье и Окамото рациональных гамильтонианов,
ассоциированных с третьим уравнением Пенлеве.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последние три десятилетия наблюдается заметный рост интереса к исследо-
ванию определенных классов непрерывных и дискретных вероятностных моделей,
известных под названием “модели случайно-матричного типа”. Источники таких
моделей весьма разнообразны [1].

Одной из наиболее важных характеристик указанных моделей является нуль-ве-
роятность – вероятность отсутствия частиц в заданном интервале или объединении
интервалов.

Нуль-вероятности, как правило, могут быть представлены в виде определителей
Фредгольма det(1 − K)

∣∣
J
, где K есть некоторый интегральный оператор, а J –

множество, где не должно быть частиц. Ядро оператора K обычно имеет вид

K(x, y) =
A(x)B(y)−B(x)A(y)

x− y

√
ψ(x)ψ(y) (1)

с подходящими функциями ψ, A, B. Единственный известный на настоящий мо-
мент способ вычисления таких определителей Фредгольма состоит в их характери-
зации как решений некоторого обыкновенного дифференциального уравнения или
системы уравнений с частными производными. В работе [2] решена задача о выводе
дифференциального уравнения для нуль-вероятностей в случае синус-ядра, которое
имеет вид (1) с ψ(x) = 1/x, A(x) = sinx, B(x) = cosx, и показано, что значение опре-
делителя Фредгольма единичного оператора минус синус-ядро, суженое на интервал
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переменной длины t, выражается через решение обыкновенного дифференциального
уравнения (

t
d2σ

dt2

)2

= −4
(
t
dσ

dt
− 1− σ

)[
t
dσ

dt
+

(
dσ

dt

)2

− σ

]
. (2)

Последовательными преобразованиями σ(t) = t dρ(t)/dt,

ρ(t) = ρ0

∫ t

0

{
τ

4w(1− w2)

[(
dw

dτ

)2

+ 4w2

]
− (1 + w)2

4τw

}
dτ, ρ0 = const,

функция σ(t) выражается через решение пятого уравнения Пенлеве (P5)

d2w

dt2
=

3w − 1
2w(w − 1)

(
dw

dt

)2

− 1
t

dw

dt
+

(w − 1)2

t2

(
αw +

β

w

)
+
γw

t
+
δw(w + 1)
w − 1

при значениях параметров α = −β = 1/2, γ = −2i, δ = 2.
Следует отметить, что впервые связь между определителями Фредгольма ин-

тегральных операторов и решениями уравнений Пенлеве была установлена в ра-
боте [3]. Точнее, авторами этой работы было показано, что однопараметрическое
семейство решений уравнения

d2ϕ

dτ2
+

1
τ

dϕ

dτ
=

1
2

sh 2ϕ+ 2a0τ
−1 shϕ,

где a0 – параметр, являющегося частным случаем третьего уравнения Пенлеве (P3)

d2λ

dτ2
=

1
λ

(
dλ

dτ

)2

− 1
τ

dλ

dτ
+

1
τ

(aλ2 + b) + cλ3 +
d

λ

с параметрами a, b, c, d, выражается в терминах определителей Фредгольма специ-
ального типа.

Работа [3] в идейном плане тесно связана с работами [4]–[6], в которых решалась
классическая проблема (берущая начало с работы [7]) вычисления спиновых корре-
ляционных функций двумерной модели Изинга. В работах [4]–[6] был получен важ-
ный результат [8]: скейлинговый предел двухточечной корреляционной функции
двумерной модели Изинга допускает замкнутое выражение через решение уравне-
ния P3 при a = b = 0, c = −d = 1. Характерно [9], что главная часть этого
выражения содержит гамильтониан

K0 =
1
τ

(
λ2µ2 − 3λµ− τ2

4λ2
− 1

4
τ2λ2 +

9
4

+
τ2

2

)
, (3)

ассоциированный с уравнением (P3) в случае a = b = 0, c = −d = 1.
В работе [10] получено обобщение уравнения (2) на случай произвольных пара-

метров уравнения P5 таких, что γδ ̸= 0. Для построения указанного уравнения
автор работы [10] использовал хорошо известный факт [11] представления уравне-
ния P5 в виде системы Гамильтона

w′ =
∂H

∂u
, u′ = −∂H

∂w
, (4)
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где

H =
1
t

{
w(w − 1)2u2 −

[
θ0(w − 1)2 − θ1w(w − 1)− η1tw

]
u+

+
1
4
[
(θ0 + θ1)2 − θ2∞

]
(w − 1)

}
,

α =
1
2
θ2∞, β = −1

2
θ20, γ = −η1(θ1 + 1), δ = −1

2
η2
1 .

Обозначая независимую переменную t через z, уравнение P5 в случае γ ̸= 0, δ = 0
будем рассматривать в виде

d2w

dz2
=

3w − 1
2w(w − 1)

(
dw

dz

)2

− 1
z

dw

dz
+

(w − 1)2

z2

(
α+

β

w

)
+
rw

z
, (5)

где r ̸= 0 – произвольная постоянная.
Известно [12], что уравнение P5 представимо в виде системы (4) с гамильтонианом

H1 =
1
z

[
w(w − 1)2u2 +m(w − 1)2u+ n(w − 1)wu+

rz

2(w − 1)

]
, (6)

m2 + 2β = 0, (m+ n)2 − 2α = 0.

Целью настоящей работы является построение дифференциального уравнения,
определяющего функцию h(z) = zH1

(
z, u(z), w(z)

)
, которое, следуя работе [13], бу-

дем называть h-уравнением. Мы покажем, что указанное h-уравнение обобщает
хорошо известное уравнение, полученное в работах [14], [15] при исследовании мо-
делей случайно-матричного типа. Будет получено обобщение формулы (6) и тем
самым доказано существование ассоциированных с уравнением (5) гамильтонианов
нерационального типа.

Будет получена формула гамильтониана, ассоциированного с уравнением P3, яв-
ляющаяся обобщением выражения (3) и формулы Гарнье [16] гамильтониана

K1 =
1
τ

(
2λ2µ2 − 3λµ− a

4
τλ+

bτ

4λ
− cτ2λ2

8
+
dτ2

8λ2

)
, (7)

также ассоциированного с P3.

2. УРАВНЕНИЕ (5) И АССОЦИИРОВАННЫЕ
С НИМ ГАМИЛЬТОНИАНЫ

Введем в рассмотрение функцию h(z) = zH1

(
z, u(z), w(z)

)
, заданную на решениях

системы (4) с гамильтонианом H1. Тогда справедливы следующие соотношения:

w =
2h′ + r

2h′
, (8.1)

h =
z2w2 −

[
m(w − 1)2 + nw(w − 1)

]2
4w(w − 1)2

+
rz

2(w − 1)
. (8.2)
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Действительно, формула (8.1) получается, если продифференцировать обе ча-
сти равенства h(z) = zH1

(
z, u(z), w(z)

)
и из полученного соотношения найти функ-

цию w. Соотношение (8.2) можно получить, если в формуле (6) выразить пере-
менную u через w,w′ согласно уравнениям Гамильтона. Подстановка функции w

(заданной формулой (8.1)), а также ее производной w′ = −rh′′/(2h′2) в соотноше-
ние (8.2) позволяет получить уравнение, определяющее функцию h:

z2h′′2 + 4h′2(zh′ − h) + h′
[
(2rz − n2)h′ − 2rh− (m+ n)nr

]
− (m+ n)2r2

4
= 0. (9)

Формулы (8.1) и (8.2), определяющие взаимно однозначное соответствие между ре-
шениями уравнений (5) и (9), позволяют сделать вывод о том, что уравнение (9) яв-
ляется уравнением типа Пенлеве (P -типа). Действительно, с одной стороны, общее
решение уравнения (5) не имеет подвижных критических особых точек. С другой
стороны, функция h (решение уравнения (9)) в силу формулы (8.2) рациональным
образом выражается через решение уравнения (5) и его производную.

Пример. Уравнение (5) при α = −β = 1/8, r = −1/8 имеет решение w = 1 +
√
z .

Полагая в формуле (8.2) m = 1/2, n = 0, получим решение h = 1/16 −
√
z /8 урав-

нения (9). И обратно, по данному решению уравнения (9) с параметрами m = 1/2,
n = 0, r = −1/8 получим с помощью формулы (8.1) решение w = 1 +

√
z уравне-

ния (5) с параметрами α = −β = 1/8, r = −1/8.

Замечание. В работе [17] уравнение (9) содержится в формуле, определяющей
общий вид дифференциального уравнения второго порядка второй степени, при-
надлежащего к классу уравнений P -типа. Однако формулы (8) взаимно однознач-
ного соответствия между решениями уравнения (5) и уравнения (9) (позволяющие
сделать вывод о принадлежности (9) к классу уравнений P -типа) в работе [17] не
приведены.

Уравнение (9) при m+ n = 0, r = 1/2 заменой h→ −h приводится к виду

z2h′′2 − 4h′2(zh′ − h) + h′
[
(z − n2)h′ − h

]
= 0. (10)

Уравнение (10) получено в работе [14] при исследовании резольвенты определи-
теля Фредгольма интегрального оператора с ядром Бесселя. В работе [15] уравне-
ние (10) получено как частный случай дифференциального уравнения в частных
производных (уравнение для нуль-вероятностей) определителя Фредгольма инте-
грального уравнения с ядром Бесселя.

Теорема 1. Пусть K(z, w), L(z, w) – произвольные аналитические функции пе-
ременных z , w такие, что ∂K/∂z ≡ ∂L/∂w . Тогда функция

H2 = H1(z, u+K,w) + L

определяет гамильтониан, ассоциированный с уравнением (5).

Для доказательства теоремы достаточно рассмотреть систему Гамильтона с га-
мильтонианом H2, которая оказывается эквивалентной уравнению (5).
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Из теоремы 1 следует существование гамильтонианов нерационального типа, ас-
социированных с уравнением (5).

Следуя работе [13], уравнение (9) будем называть h-уравнением. Гамильтони-
ан H1 будем называть простейшим рациональным гамильтонианом.

Уравнение (5) в случае z = ex, r = 0 записывается в виде эквивалентной ему
автономной системы Гамильтона с гамильтонианом

H3(x, u, w) = exH(x, u, w),

имеющей первый интеграл

w(w − 1)2u2 +m(w − 1)2u+ nw(w − 1) = C, (11)

где w = w(x), C – произвольная постоянная. Соотношению (11) можно придать вид

w′2

w(w − 1)2
− 2αw +

2β
w

= C1, (12)

где C1 = 4
[
C +m(m+ n)/2

]
.

Наличие первого интеграла (12) уравнения (5) в случае r = 0, z = ex и интегри-
руемость уравнения (12) в элементарных функциях были доказаны в работе [18].

3. ГАМИЛЬТОНИАНЫ,
АССОЦИИРОВАННЫЕ С УРАВНЕНИЕМ P3

Теорема 2. Уравнение P3 представимо в виде системы (1) с гамильтонианом

K =
α0λ

2(u+ P )2

τ
+
β0λ(u+ P )

τ
− aλ

2α0
+

b

2α0λ
− cτλ2

4α0
+

dτ

4α0λ2
+Q, (13)

где α0 ̸= 0, β0 – произвольные постоянные; P (τ, λ), Q(τ, λ) – аналитические функ-
ции, удовлетворяющие условию ∂P/∂τ ≡ ∂Q/∂λ.

Для доказательства теоремы достаточно рассмотреть систему (1) с независимой
переменной τ и гамильтонианом (13) и убедиться в том, что она эквивалентна урав-
нению P3.

Если в формуле (13) P = Q ≡ 0, α0 = 1, β0 = −3, a = b = 0, c = 1, d = −1, то
гамильтониан K совпадает с K0 с точностью до функции от τ .

Гамильтониан K1 получается из формулы (13) при P = Q ≡ 0, α0 = 2, β0 = −3.
Из формулы (13) следует существование гамильтонианов нерационального типа,

ассоциированных с уравнением P3. Ранее этот факт был установлен в моногра-
фии [12].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в настоящей работе для уравнения P5 в случае γ ̸= 0, δ = 0
получено h-уравнение для простейшего ассоциированного с ним рационального га-
мильтониана. Получены также формулы взаимно однозначного соответствия меж-
ду решениями указанных уравнений. Доказано существование ассоциированных
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с уравнением P5 в случае γ ̸= 0, δ = 0 гамильтонианов нерационального типа.
Получено обобщение формул Гарнье и Окамото рациональных гамильтонианов, ас-
социированных с уравнением P3.

Другие аспекты, касающиеся ассоциированных с неприводимыми уравнениями
Пенлеве гамильтонианов полиномиального типа, отражены в работах [19], [20] (см.
также книгу [21]) и [22], [23].

Благодарности. Автор благодарит рецензента за проявленные интерес и вни-
мание к работе и за конструктивные замечания.

Список литературы

[1] А. М. Бородин, Изомонодромные деформации и уравнения Пенлеве в задачах
случайно-матричного типа, Препринт ПОМИ № 04-2005; http://www.pdmi.ras.ru.
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